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p. p. 

Meinen umfangreiclien Verlag auf dem Gebiete der llathematik, der 
NatnrwifiaensoIiBften und Technik nach allen Bichtungen hin weiter 
auszubauen, ist mein stetes durch daa Vertrauen und Wohlwollen zahl- 
reicher hervorrc^ender Vertreter dieser GJebiete von Erfolg begleitetes 
Bemühen, wie mein Verlagskatalog zeigt, und ich ho&, daß bei gleicher 
Unterstützung seitens der Gelehrten und Schulmänner des In- und Auslandes 
auch meine weiteren Untemebmungen Lehrenden und Lernenden in Wissen- 
schaft und Schule jederzeit förderlich sein werden. Terlagsaaerbieten ge- 
diegener Arbeiten auf einschlägigem Gebiete werden mir deshalb, wenn 
auch schon "'""*"■ "'^°- "hnlilillfi m^*i^ aUam -danBaiKon Gegenstand in 
1 Verl. 
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a In- und Auslande von mir verbreitet werden, sollen 
L Verlage Aufmerksamkeit schenkt, von den er- 
schienenen, unter der Preree befindlichen und von den vorbereiteten Unter- 
nehmungen des Teubnerschen Verlags durch ausführliche Selbstauzeigen 
der Verfasser in Kenntnis setzen. Die Uitteiluugen werden jedem In- 
tereBsenten auf Wunsch regelmfißig bei Erscheinen umsonst und 
postflreivon mir übersandt. Das ausführliche „Terseichnis des Verlags 
von B. Q. Tenbner auf dem Gebiete der Uathematik, Naturwissen- 
sohaften, Technik nebst Grenswissensohaften" 101. Ausgabe, mit' ein- 
gehender systematischer und alphabetischer Bibliographie und einem Gedenk- 
tagebuch für Mathematiker, 10 Bildnissen sowie einen 
haltungsliteratur enthaltend. [CXXXI, 392 u. 92 S.J 
Interessenten umsonst und postirei zur VerMgrmg. 

Leipzigi, PoststraBe 3. S< Q^ 
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Yor^^rort. 



An die im ersten Teil behandelten deckungsfähigen Gebilde der 
Ebene reihen sich in diesem zweiten Teil solche an, die so gelegt 
werden können, daß sie von einem Punkt aus gesehen sich zu decken 
\p scheinen, also die ähnlichen und Perspektiven Figuren. Einige Ver- 

^ änderungen in der Anordnung der neuen Auflage haben den Zweck, 

das Buch für den Schulgebrauch bequemer zu machen. In jedem 
Abschnitt wurde das, was als fester Bestand des Unterrichts unum- 
f\r\ gänglich notwendig ist, vorangestellt, woran sich dann erst die Er- 
^ Weiterungen für eine gründlichere Behandlung des Stoffes anschließen. 
V Dementsprechend wurden auch die Begriffe zunächst enger gefaßt und 
.^ dann dem Bedürfnis entsprechend erweitert. So findet sich in der 
ersten Abteilung, die von den Verhältnissen bei den Abbildungen 
handelt, der Begriff der Ähnlichkeit zunächst beschränkt auf die 
^ Ähnlichkeit der Dreiecke, während der allgemeine Begriff der ähn- 
> liehen Abbildung erst im dritten Kapitel auftritt. Die beiden 
Begriffsbestimmungen der ähnlichen und der Perspektiven Abbildung 
erhielten eine wesentlich übereinstimmende Fassung, so daß die Ver- 
wandtschaft beider Abbildungsarten sowohl in diesen Bestimmungen, 
als auch in den Ableitungen aus ihnen deutlich hervortritt. Dabei 
wurde die Überbestimmung der Lage der Punkte vermieden, wie 
sie z. B schon in der seither gebrauchten Forderung liegt, daß das 
Bild jeder Geraden wiederum eine Gerade sein solle. 

In der zweiten Abteilung, die von den Berechnimgen handelt, 
wird der Begriff der Winkelfunktion erst beim Übergang zu dem 
schiefwinkeligen Dreieck auf die stumpfen Winkel ausgedehnt und 
dann wieder auf überstumpfb Winkel beim Übergang zu Koordinaten 
und zur Polygonometrie. 

Hierdurch kamen an den Schluß der beiden Abteilungen die 
Abschnitte, die erst in den oberen Klassen zu behandeln sind. Die 
erste Abteilung schließt mit den Kegelschnitten, die zweite mit der 
Anwendung der Winkelfunktionen auf Koordinaten und auf die Arith- 
metik und letztere selbst wieder mit der goniometrischen Darstellung 
der komplexen Zahlen. 
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IV Vorwort. 

Aus der ersten Abteilung wird wohl der ganze Abschnitt über 
Perspektive Abbildung ebener Figuren in ihrer Ebene am besten in 
den oberen Klassen parallel behandelt mit der Perspektiven Abbildung 
von einer Ebene auf eine andere (im dritten Teil der Geometrie), 
zumal man hier doch gezwungen ist, bei den Darstellungen der letz- 
teren Abbildung auf der Wandtafel oder dem Zeichenblatt immer 
von jener Art der Abbildung Gebrauch zu machen. Bei dieser Gegen- 
überstellung beider Abbildungsarten läßt sich dann zeigen, «daß die 
allgemeinere und umfassendere Anschauung die natürlichere ist und 
deshalb häufig auf einfacherem Wege zu den Folgerungen führt. 

Dabei kann noch das Kapitel (V) über Perspektive Punktreihen 
und Strahlenbüschel übergangen werden; wir wollten es nicht weg- 
lassen, da es den Weg zu anderen Gebieten der neueren Geometrie 
erö&et. 



Druckfehler. 

S. 40 Zeile 10 von unten lies -^-^ statt — j-= 

S. 62 Zeile 22 von oben lies je statt ze. 

S. 104 Zeile 19 von unten lies c : d statt c. 

S. 168 Zeile 16 von oben lies 8 — a statt 8 — x. 
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Einleitung. 
YerMltnisse Yon Strecken und Verhältnis -Gleichungen. 

§ 1. Messung nnd Verhältnis von Strecken. 

1. Beim Vergleichen zweier Strecken ist die erste Unterschei- 
dung die, ob sie gleich oder ungleich sind. Bei ungleichen Strecken 
laßt sich auf der größeren a die kleinere h abtragen; der hierbei 
bleibende Rest gibt an, um wieviel a größer ist als h, — Will 
man dagegen die Zahl bestimmen, wie oft eine Strecke in einer 
anderen enthalten ist, so geschieht dies durch das Messen, d. h. es 
wird die kleinere Strecke h anschließend so oft als möglich auf der 
größeren a abgetragen. Das Ergebnis einer Messung ist eine reine 
(unbenannte) Zahl, die Verhältniszahl. Daß eine Strecke a durch 
eine Strecke 6 gemessen werden und daß die Verhältniszahl beider 

Strecken bestimmt werden soll, wird ausgedrückt durch a : h oder 
-^; man liest dies: „das Verhältnis von a zu 6". 

2. Der einfachste Fall beim Messen ist der, 
daß kein Rest übrig bleibt; man nennt dann die , 
Strecke &, die in einer anderen Strecke a , ^ ^ 
ohne Rest aufgeht, ein Maß dieser Strecke a: 

. Fig. 1. 

dagegen heißt a ein Vielfaches von h. 

In diesem Falle ist die Verhältniszahl eine ganze Zahl. Es 
ist z. B. (Fig. 1) 

y = 3, somit a=:36. 

a) Es sei 6 ein beliebiges Maß von a, etwa a = a • 6 (wo a eine 
ganze Zahl). Dann läßt sich auch ein Vielfaches von a, etwa wa, 
durch h ohne Rest messen, weil ja 

, T na 

na = fia * oder -rr- = na. 



Also: Jedes Maß einer Sirecke ist auch Maß eines Vielfachen dieser 
Strecke. 



4 Verhältnisse von Strecken und Verhältnis-Gleichungen. 

b) Umgekehrt: Wenn b ein Maß von a ist, etwa a^ a -h, 
und wenn c ein Maß von 6 ist, etwa b = ß - c, 

so ist c auch ein Maß von a; 

denn es ist a = a • 6 == a • (/3 • c), 

somit: — = aß. 

c '^ 

Also: 

Jedes Maß des Maßes einer Strecke ist auch Maß dieser Strecke selbst, 

3. Beim Messen einer Strecke a durch eine andere b kann auch 

ein Rest r^ < 6 bleiben. Dann ist b mehr als a-mal, aber weniger als 

^ (a + 1) mal in a enthalten, d. h. 

^ a 'b<ia<i{n + l)b. Wenn man nun 

I ' — - — ' 1 die Strecke b in ß gleiche Teile zer- 

legt (I. T. § 13,2 d), so kann ein solcher 
'^ *V- 2 ^^^ ^^ möglicherweise auch in a ge- 

radezu a-mal enthalten sein; eine 
solche Strecke m heißt ein gemeinsames Maß der Strecken a und 6. 
So sei z. B. in Fig. 2 

a = 5m, b = 3m; 
hier ist: 

1 15 a 5 

m = Y&, also a == 5 • b = yJ, deshalb -^ = y? 

d. h. das Verhältnis der Strecken ist in solchem Fall ein Bruch, und 
zwar ein unechter Bruch, wenn a > &, dagegen ein echter Bruch, wenn 
a<6 ist. Im letzten Beispiel ist: 

m = —a, also 6 = 3- —a = - a, deshalb - = -^• 

5 ' 5 5' a ö 

Allgemein: wenn 

a = am, 

b = /3m, 

so ist a oc j„^^^^„ ^ ß 

f-j> dagegen ^ = ^ • 

Dieses letztere Verhältnis heißt das umgekehrte Verhältnis 
in Bezug auf das erstere. 

Wenn dagegen bei der Messung von a durch m ein Rest < m 
übrig bleibt, so ist zwar 

b = /3m, aber: am < a < (a + l)m; 
daher 

ccm ^ ^ ^ (a + l)*'* 

Jm ^ b ^ ßm 
oder 



ß ^ h ^\ß ^ ß) 
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Das Verhältnis der beiden Strecken -^ ist also annähernd gleich 
der Zahl -^, wobei der Unterschied < ^ ist. Da man nun ß beliebig 

groß nehmen, also ^ beliebig klein machen kann, so ergibt sich: 

Das Verhältnis zweier Streclcen läßt sich immer durch eine reine 
Zahl ausdrücken und zwar entweder genau oder annähernd mit mehr 
oder weniger Genauigkeit 

4r. a) Mit dem gemeinsamen Maß m zweier Sirecken a und b läßt 
sich auch deren Summe oder Unterschied messen; denn wenn a == am, 
h == /3m, so ist a ± 6 = (a ± ß)m. 

Wenn nun 6 auf a a^-mal angetragen werden kann, bis ein Rest 
r^ < 6 übrig bleibt, so ist r^ der Unterschied der Strecken a und aj). 
Das gemeinsame Maß m von a und i geht auch in dem gemessenen 
Teil a^h auf (nach 3a), somit auch im Rest r^; es ist nämlich 

r^ = a — cc^h = (a — a^ß)m. 

Also gilt der Satz: 

b) Ein gemeinsames Maß zweier Strecken ist auch Maß des Bestes^ 
der beim Messen der größeren durch die kleinere übrig bleibt, 

— und umgekehrt (wie ebenso nachzuweisen ist): 

c) Jedes Maß der kleineren von zwei Strecken, das zugleich ein 
Maß des Restes der Messung der größeren durch die kleinere ist, ist 
auch ein Maß der größeren Strecke 

d) Dieser Satz bietet ein Mittel, das größte gemeinsame 
Maß zweier Strecken a und h zu bestimmen. Dieses muß 
nämlich auch Maß von b und r^ sein, d. h. die Aufgabe ist auf die 
gleiche, aber mit kleineren Strecken zurückgeführt. Ergibt nun b 
durch r^ gemessen den Rest rg, ist also b = a^r^ + rg, so muß auch 
rg das verlangte größte gemeinsame Maß enthalten; also ist jetzt die 
Messung mit r^ und rg weiter zu führen: r^ = «jrg + rg, 

^2 = «4^8 + ^4 ^- s. w. Wenn 



ah 
6h 






Fig. 8. 



bei der Fortsetzung dieses Verfahrens einmal kein Rest mehr übrig 
bleibt, also wenn z. B. r^ = a^r^ d. h. wenn der letzte Rest r^ Maß des 
vorletzten r^ ist, so ist er nach c) auch ein Maß der vorhergehenden 
Reste rg, r^, er ist also schließlich auch ein Maß von b und a; er 
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ist somit das größte gememsame Maß^ da er jedes Maß von a und h 
enthalten muß. 

Wenn im Beispiel der Fig. 3: 

a = 3& +r^ 

6 = 2ri + rg 

^1 = 2^2 + r^ 

^2= ^3 + ^4 

so ist: r^ = 3 • r^ + r^= 4tr^ 

r^= 2 • 4^4 + Sr^ = llr4 
6 = 2. Ilr4+ 4r4= 26r4 
a = 3.26r4+ 11^4= SOr^. 

Somit ist r^ =^y also wird a = 89 - (ötj^)^ 

j T- 11. a 89 j 1 & 26 

deshalb -r- = ^ uiid auch — ^ = — . 

26 a 89 

Es ist auch 
-?^ = S-I-— -— = 24-— Ü.= 9_|_^8_ ^ = l_L^ jj^ ^« 

hieraus folgt: -^ = ^ _i_ ^ 



Das Verhältnis von a zu 6 kann also durch einen Kettenbruch 
dargestellt werden. 

6. Bei diesem Verfahren, das gemeinsame Maß zweier Strecken zu 
bestimmen, ist sehr bald ein meßbarer Rest zwar nicht mehr wahrnehm- 
bar, aber doch vorhanden. Es läßt sich beweisen, daß in manchen Fällen, 
mag man das Verfahren auch noch so weit fortsetzen, gleichwohl stets 
ein Rest übrig bleiben muß, wenn dieser auch bald so klein ist, daß er 
nicht mehr gemessen werden kann. Ein solcher Fall tritt z. B. ein, wenn 
man (Fig. 4) die Eckenlinie AC eines Quadrates AB CD durch dessen Seite 
^5 messen soll: man trägt, um dies zu zeigen, auf -ä.0 die Strecke AX 
= AB ab und zieht XY ± AC-, dann ist der Rest XC = XY (da CXY 
ein gleichgeneigtes Dreiseit ist) und XF== YB (als Berührende vom 
Punkte Y an den Kreis). Der Rest XC läßt sich neben BY noch ein 
zweites Mal auf die Seite BC auftragen nach YX^. Dasselbe Verfahren 
läßt sich aber nun in dem A CX Y mit dem zweiten Rest X^C = X^ Y^ 
= YjX auf dem ersten XC wiederholen u. s. f. ohne Ende, da sich 
immer wieder gleichschenkelige Dreiecke wie ABC und CXY ergeben 
müssen. Es läßt sich also AB auf AC 1-mal, der Rest XC auf BC 
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oder AB 2-mal, der Eest X^C auf dem vorhergehenden wieder 2 -mal 
u. s. f. ohne Ende abtragen. Hiernach gilt: Seite wnd EcJcenlinie eines 
Quadrates haben kein gemeinsames Maß. 

(Zwei Strecken, die ein gemeinsames Maß 
haben, heißen auch kommensurabel, da- 
gegen zwei Strecken ohne gemeinsames Maß 
■heißen inkommensurable Strecken). 

6. Indem man bei dieser Art des Auf- 
suchens des größten gemeinsamen Maßes schon 
-den 3., 4. oder erst einen späteren Rest ver- 
nachlässigt, gelangt man zu einer Reihe von 
Verhältniszahlen, die in wachsendem Grade 
von Genauigkeit das Ergebnis der Messung 
darstellen. 

Das Verhältnis zweier Strecken ohne gemeinsames Maß läßt sich nur 
annähernd durch die Einheit und deren Bruchteile ausdrücken, d. h.: 

Das Verhältnis zweier Strecken ohne gemeinsames Maß wird durch eine 
Irrationalzahl ausgedrückt. 

Bei obigem Beispiel in 5 (Fig. 4) ist: 




Fig. 4. 



AG _ . , X 
~ "^ BC 



BC _2 + ^'^ 



^^ ^ 2 , X, 



u. s. f. 



AB ^ ' BC ' XC " ' XC ' X^C " ' X^C 

'Daher gibt ein unendlicher periodischer Kettenbruch das 
Verhältnis an, nämlich im Beispiel: 

AB ^^ 



2 + 



2 + 



2 + 



xaii die Zahlen, die näherungsweise das Verhältnis darstellen, sind der 
Heihe nach: 



1+1 = 1,5; 1+^^ ^ = i|=i,4;l+l 



= 1^ = 1,416 



2 + 



2 + 



12 



2 + 



w. s. f. Setzen wir den wahren Wert der Verhältniszahl == x, so ist 

1 - 1 



x—l = 



oder X — 1 = 



2 + 



2 + (a; — 1) ' 





• 2 • • • • 








hieraus folgt 


x^-2, 


also 




a;== >/2 


1. Wenn 


a — cc 'h, 


also 




a 


so ist auch 


va=^ V 


• ab — 


a 


■ vb, 
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somit -- = oj =r -- • 

vb b ' 

d. h.: Das Verhältnis zweier Strecken ist gleich dem Verhältnis 
gleicher Vielfachen oder au^h gleicher Bruchteile der Strecken, 

8. Werden die Verhältnisse beliebiger Strecken zu einer fest 
gewählten Längeneinheit bestimmt, so erhält man die Verhältniszahlen 

^ , -, Y' ^* ^* ^^® bezüglichen Längenzahlen. Diese sollen der 

Kürze wegen in der Folge bloß durch a, h, c bezeichnet werden; 
dann kann man mit diesen Zahlen alle Rechnungsarten durch- 
führen. Das Zu- und Abzählen dieser Längenzahlen entspricht der 
im L Teil behandelten Darstellung der Summen und Unterschiede 
von Strecken. Das Produkt zweier solchen Längenzahlen wird 
der Kürze wegen einfach als das Produkt der Strecken bezeichnet^ 
und es läßt sich geometrisch deuten als Flächeninhalt des Rechtecks^ 
dessen Seiten die Längenzahlen darstellen (vgl. L Teil § 47 und 
IL Teil § 26). 

9. Wie von 2 Strecken läßt sich auch das Verhältnis von irgend 
zweien, mit einerlei Maß meßbaren Größen bestimmen, z. B. das Ver- 
hältnis zweier Winkel oder zweier Flächen; es ist gleich dem Ver- 
hältnis der beiden Zahlen, die sich bei ihrer Messung ergeben. 

§ 2. Yerhältnis-Gleichnngen. 

1. Wenn das Verhältnis zweier Strecken a und h ebenso groß 
ist wie das Verhältnis zweier anderen Strecken a^ und 6^, so gibt 
die Gleichsetzung beider Verhältnisse eine Verhältnisgleichung 

(Proportion): ^ = ^ 

b &i 

oder a:b = ai:bi 

[gelesen: a (verhält sich) zu i wie a^ zu J^]. 

Die vier Glieder, welche die Verhältnisgleichung bilden, heißen der 
Reihe nach ihr erstes, zweites, drittes und viertes; das erste und 
vierte Glied heißen auch die äußeren, das zweite und dritte die 
inneren Glieder; das erste und dritte Glied werden entsprechende 
(proportionale) Glieder genannt, ebenso das zweite und vierte. 

Da das Verhältnis durch reine (unbenannte) Zahlen dargestellt wird^ 
so kann auch das Verhältnis zweier Strecken dem Verhältnis zweier Flächen, 
zweier Winkel oder zweier Bögen gleich sein. 

2. Die Umformung von Verhältnisgleichungen kann erfolgen, 
nach einigen Regeln, die hier des häufigen Gebrauchs wegen Platz 
finden. 



§ 2. Verhältnis-Gleichungen. 



Es sei 



a = «6, a^ = a\*^ dann ist: 



a 
h 



^ 
h 



Wenn man für die Strecken ihre Längenzahlen setzt und beider- 
seits mit hh^ vervielfacht, so folgt hieraus: 

a • 61 = ai • 6; 

d. h.: In einer Verhältnisgleichung ist das Frodukt 

der äußeren Glieder gleich dem FroduMe der inneren. 

3. Umgekehrt kann die Gleichheit zweier Produkte als eine Ver- 
hältnisgleichung dargestellt werden: man hat nur aus dem einen 
Produkt die äußeren, aus dem andern die inneren Glieder zu ent- 
nehmen. Aus der Gleichung a - b^ = a^ - b ergeben sich hiemach fol- 
gende Verhältnisgleichungen: 



a : 6 = ö^i : &i 
a : a^ = 6 : 61 



6 : a == ^1 : «1 
6 : &i = a : »1 



tti : a = &i : 6 
a^ :\ = a :b 



&i : 6 == a^ : a 
61 : a^ = 6 : a 



Hieraus ist ersichtlich: 

In einer Verhältnisgleichung lassen sich vertauschen 
a) die inneren Glieder^ ß) die äußeren^ y) die inneren mit 
den äußeren. 

4. Ferner ergibt sich 
va va. 



b^ 



und 
d. h.: 



a 
vh 



cc 

V 



a. 



v\ 



oder V . a : b = v . ai : b\ 
oder a : v .b = ai : v . &i, 



Aus einer Verhältnisgleichung Icann man durch Vervielfachen oder 
Teilen je eines inneren und eines äußeren Gliedes mit derselben Zahl 
eine neue Verhältnisgleichung ableiten, 

6. a) Weiter folgt, daß: 



I ± 1 = T- + 1 oder 



a + & «1 i ^1 

~1> \ 



Ebenso: 



^ i ^ ttj + &i 



a 



a. 



In einer Verhältnisgleichung verhält sich 



Also: 

die Summe 
der Unterschied 



der beiden 



ersten Glieder zu einem derselben, wie die entsjorechcnden Ausdrücke der 
beiden letzten Glieder, 

b) Ferner folgt durch Teilung der so entstandenen zwei Gleichungen 



a 



ttj — 6, 
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In einer Verhältnisgleichung verhält sich die Summe der beiden ersten 
Glieder zu ihrem Unterschied, wie die Summe der beiden letzten Glieder zu 
ihrem Unterschied, 

6. Nun seien mehrere Verhältnisse einander gleich, etwa 

T = T^ == , - , namlicn jedes = a; 

also ist a^ab, a^ = ab^, a^ = ab^, 

somit auch a -\- a^-\- a^^ a{b + 6i + b^ 

und TTr^r-x-iT = « = v ^ d. h.: 

Sind mehrere Verhältnisse gleichgroß, so verhält sich auch die 
Summe aller ihrer ersten Glieder zur Summe aller ihrer zweiten wie 
irgend ein erstes zum zugehörigen zweiten. 

Zusatz: Wenn a:b = cd und a^:b^=^ c^:d^, so erhält man 
dadurch, daß man gleiche Größen mit eben solchen vervielfacht oder 
teilt, die Gleichheit der zusammengesetzten Verhältnisse 

aa^ : b\ = cc^ : dd^ oder h '"b"^ ~d ' d ' 

Wenn x : y = a:b und gz z ^b ic, so pflegt man auch beide 
Gleichungen zusammenzuziehen zu einer einzigen Gleichung mit sog. 
fortlaufenden Verhältnissen: 

x:y: z ^ a:b: c. 

7. Wenn drei Strecken a, b, c gegeben sind, und wenn zu ihnen 
in dieser ihrer Reihenfolge das vierte Glied x gefunden werden soll, 

das der Gleichung a:b = c:x entspricht, so ist das Verhältnis — und 

damit auch x ^ — - c bestimmt, d. h.: 

Durch drei Glieder einer Verhältnisgleichung ist das vierte [die 
sog, vierte Proportionale] eindeutig bestimmt (vgl. die in § 6 folgende 
Bestimmung durch Zeichnung). 

8. Im besonderen Falle können in einer Verhältnisgleichung die 
beiden mittleren Glieder gleich groß sein; dann heißt sie eine 
stetige Verhältnisgleichung: 

a:x =^ x:b. 

Hierbei heißt x das geometrische Mittel zu a und b [oder die 
mittlere geometrische Proportionale zu a und b\ Dann ist: 

x^ = a . b, also x = j/a.b. 
Hieraus folgt: 

Das geometrische Mittel ziveier Größen ist durch diese eindeutig 
bestimmt (Bestimmung durch Zeichnung in § 10). 
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9. Unter dem harmonischen Mittel zu zwei Strecken a und h 
yersteht man eine Strecke x, die der Gleichung entspricht: 

(a — x) : (x — h) =» a :h , woraus 

X = — i-r und — = TT ( — + x) • Also: 

a-\-b X 2 \a * b/ 

Das harmonische Mittel zweier Strecken ist eindeutig bestimmt (Vgl. 
die Zeichnung in § 7, 7). 

Die*Pythagoreer nannten (a — x):(x — b) =^ a:b die harmonische 
Verhältnisgleichung, weil sich (mit einer gewissen Beschränkung) 
harmonisch klingende Töne ergeben, wenn von einer gespannten Saite 
solche Teile a, x^ b schwingen, die jener Gleichung entsprechen [z. B. 
1, ^, ^ als Prim, Quinte, Oktave oder 1, -|, -^ als Prim, Terz, Quinte]. 

Anmerkung. Wird das arithmetische Mittel von a und b durch Äy 
das geometrische durch 6r, das harmonische durch H bezeichnet, so ist: 
A:G = G:H^ und es gilt auch die Ungleichung: J. > 6r > JET. 



I. Abschnitt. 

Einfache Verhältnisse bei ähnlicher Abbildung. 

Erstes Kapitel. 
Yerhältiiisse von Strecken im StraMenbüschel mit Parallelen. 

§ 3. Der Zweistrahl mit zwei Parallelen. 

1. Bei der Abbildung einer Figur werden (entsprechend der 
Ausbreitung des Lichtes) von einem Punkt S, dem Strahlpunkt, 
Strahlen nach den Punkten der Figur gezogen, und auf diesen Strahlen 
werden die entsprechenden Bildpunkte angenommen. Die vom Strahl- 
punkt ausgehenden Strecken eines Strahles, wie SA und SÄ^, heißen 
Strahlstrecken. 

Der einfachste Fall ist die Abbildung einer Strecke AB durch 
einen Zweistrahl SA und SB auf eine parallele Gerade A^B^, 
In diesem Falle gilt der Lehrsatz: 

Im Zweistrahl mit zicei Parallelen verhalten sich die 
Abschnitte des einen Strahles tvie die gegenüberliegenden 
des andern. 
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Wenn also ÄB\\Ä^Bi, so wird behauptet, daß: 

SÄ:ÄÄ^ = SB:BB^ 

bL^'-^ / rI^ und daß 

BA\8A^ =SB:SB^, 

^/^^ ^^*<r ^^-^ Es werde erstens angenom- 

men, SÄ und ÄÄ^ haben ein 
^*^- ^*- gemeinsames Maß^ Dieses 

lasse sich a;mal auf SÄ und t/mal auf ÄÄ^ abtragen; dann zieht 
man durch die erhaltenen Teilpunkte die Parallelen zu ÄB^ und 
teilt hierdurch auch SB^ in gleiche Teile (I. Teil § 13, 2 c und d), 
und es kommen x Teile auf SB und y Teile auf BB^, Somit ver- 
hält sich: 

Sä:ää^= x:y ^SBiBB^, 

SÄ : SÄ^^x:{x + y)^SB: SB^. 

Zweitens werde angenommen, SÄ und ÄÄ^ haben kein gemein- 
sames Maß. Wird ÄÄ^ in y gleiche Teile geteilt, von denen einer zwar 
mehr als icmal, aber weniger als (a;+l)nial auf SÄ enthalten sei, so 
kann man wieder durch die Teilpunkte die Parallelen zu AB ziehen; 
dann wird auch BB^ in y Teile, SB in (x -\- l) Teile geteilt, die alle 
mit Ausnahme des letzten kleineren von gleicher Größe sind: Nun liegt 
der Wert des Verhältnisses SÄiAÄ^ zwischen x:y und (x -{- l):y, und 
der Wert von SB : BB^ liegt zwischen denselben Größen ; demnach muß 

SÄ SB .. . . , x-4-1 X 1 , 

Je großer 



SB ,, . . , x + 1 

^=7-.- kiemer sein als — — - 
BB, y 



, d. h. kleiner als 



AA^ BB, y y' y 

daher die Anzahl y der Teile genommen wird, um so kleiner wird der 
Unterschied — beider Verhältnisse, und um so kleiner wird auch das zu- 

y ' 

letzt übrig bleibende Teilchen; die Werte beider Verhältnisse stimmen also 
um so mehr überein, je genauer sie bestimmt werden. Gerade dies ent- 
spricht aber dem Begriff der Gleichheit irrationaler Zahlen; somit ist auch 
für den zweiten Fall die obige Behauptung erwiesen. 

2. Satz 1 läßt sich auch 
auf das Verhältnis der 
parallelen Strecken an- 
wenden, die der Zweistrahl be- 
grenzt; man hat nur durch 
einen der vier Schnittpunkte, 
z. B. durch Ä, die Hilfsgerade 
^i II BB^ zu ziehen. 

Dann ist im Zweistrahl Ä^ 

LB,:Ä^B^=äS:A^S', 

LB, = AB (I. Teil § 12, la). 




Fig. 5 b. 



(gemäß 1): 
aber 
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somit auch: ÄB:A^^B^ = SÄ:SAi» 

Ebenso verhält sich auch (1) AB:A^B^ = SB:SB^. 

Diese zwei Verhältnisgleichungen liefern den Satz: 

Im Zwetstrahl mit zwei Parallelen verhalten sich die 

Parallelstrecken wie die entsprechenden Strahlstrecken 

eines Strahles. 

3. Umkehrung von 1: Man nehme an, es seien die Strahlen 
SA und SB eines Zweistrahls durch zwei Gerade AB und A^B^ so 
geteilt, daß verhältnisgleiche Strecken in entsprechender Lage einander 
gegenüberliegen, also so, daß SAiSA^ == SBiSB^. Will man dann 
durch A^ die Parallele zu AB ziehen, so muß diese den Endpunkt des 
vierten Gliedes der durch SA, SA^ und SB bestimmten Verhältnis- 
gleichung treffen (1), d. h. die Parallele muß eben durch B^ gehen 
oder mit A^B^ zusammenfallen. Sonach gilt der Satz: 

Wenn zwei Gen^ade auf einem Zweistrahl gegenüber- 
liegende Abschnitte von gleichem Verhältnis begrenzen^ so 
sind sie parallel. 

4. Als Umkehrung von 2 folgt in gleicher Weise: Wenn 
AB II A^B^ und auf ^^^ ein Punkt S so liegt, daß SA :SA^ = AB:A^ B^, 
so muß der Strahl SB auch durch B^ gehen, vorausgesetzt, daß so- 
wohl SA \md SA^, als AB \md A^B^^ gleichgerichtet sind oder beide 
Strahlenpaare gegengerichtet. 

§ 4. Ähnliche Dreiecke im Z weistraU ; Bedingungen der Ähnlichkeit 

von Dreiecken. 

In dem Zweistrahl mit zwei Parallelen (Fig. 5 a) liegen zwei Drei- 
ecke SAB und SA^B^y die sowohl in den Winkeln übereinstimmen: 

LS^S, LA = A^, LB^B,, 

als auch in den Verhältnissen entsprechender Seiten, d. h. solcher, die 
jeweils gleichen Winkeln gegenüberliegen, also SA : SB = SA^ : SB^, 
SA:AB^SA^:A^B^, SB : AB = SB,: A^B^. Solche Dreiecke 
werden ähnliche I>reiecke genannt, A SAB oo SA^B^ (vgl. § 11, e). 

Ahnliche Dreiecke stimmen in den Winkeln überein 
und im Verhältnis der Seiten, die gleichen Winkeln gegen- 
überliegen. 

Von zwei Dreiecken, die in die angegebene Lage in einem Zwei- 
strahl gebracht sind, sagt man: sie liegen ähnlich. In solche „ähn- 
liche Lage" können aber immer zwei Dreiecke gebracht werden, so- 
bald nur zweien der angegebenen Gleichungen entsprochen wird. Es 
gelten nämlich für die Ähnlichkeit der Dreiecke die folgenden 
Bedingungen, die verwandt sind denen der vollkommenen Überein- 
stimmung der Dreiecke (L Teil § 23). 
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Zwei Dreiecke sind ähnlich, wenn sie übereinstimmenz 
J. in zwei Winkeln, 

2. im Verhältnis zweier Seiten und in deren Zivischen-- 
Winkel, 

3. in den Verhaltnissen der drei Seiten, 

4. im Verhältnis zweien* Seiten tmd wenn von den entsprechenden 
Gegenwinkeln der eine in beiden DreiecJten gUich, der andre gleichartig 
{spitz oder stumpf) ist. 





Fig. 6. 

Zum Beweise legt man das eine Dreieck A^B^C^ so in das 
andere ABC, daß die erste Seite A^B^ von A aus auf ^J9 fallt und 
zieht dann aus der Annahme den Schluß, daß die zweite Seite J.^ C^ 
auf AC fällt und die dritte Seite B^C^\\BC wird. Dann gelten für 
beide Dreiecke obige Gleichungen, die die Ähnlichkeit der Dreiecke 
begründen. Die Annahme ist im 

1. Fall: A^A^, B ^ B^. 

Aus der ersten Gleichung folgt, daß A^ G^ auf A G fällt, und aus der 
zweiten, daß B^G^\BG ist. 

2. Fall: LA^A^, AB : AG ^ A^B^ : A^G,, 
Beweis wie im ersten Fall. 

S.Fall: ABiBG- A^B^:B,G,, AB : AG ^ A^B^: A^C, 
Man zieht B^X\\ BG-^ dann verhält sich 

ABiBG^ A,B, : B^X, AB : AG = A^B^ : A^X. 

Aus der Vergleichimg mit der Annahme folgt dann (§ 2, 7): 

B^X^B^G,, A^X^A^G^, 

somit ist /\A^B^G^^A^B^X und G^ fäUt auf X. 

4. Fall: LA^A^, AB : BG =- A^B,: B,G^. 
Aus der ersten Gleichung folgt, daß A^G^ auf AG fällt. Man zieht 
B^X\\BG] dann verhält sich 

AB:BG^Aj^B^:B,X, 

Aus der zweiten Gleichung folgt, daß B^X=B^G^ ist. Dann fällt 



§ 5. Das Teilverhältnis einer Strecke. 
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entweder B^ C^ auf B^ X, sodaß Is. A^B^C^^^ ABC, oder es ist B^ C^ X 
ein gleichschenkliges Dreieck, in welchem die Winkel A^C^B^ und 
A^ XB^y der == A CB, einander zu zwei Rechten ergänzen, so daß sie 
nicht beide spitz oder beide stumpf sein können. 

§ 5. Das Teilverhältnis einer Strecke. Der Strahlent&schel 

mit Parallelen. 

1. Von drei Punkten einer Reihe begrenzen irgend zwei eine 
Strecke AB, und der dritte C teilt diese Strecke innen oder außen. 



B 



B 



Fig. 7. 



Wir betrachten hierbei als „ersten Teil" der Strecke den Ab- 
schnitt von ihrem Anfangspunkt A bis zum Teilpunkt C 
und als „zweiten Teil" den Abschnitt vom Teilpunkt C bis zum 
Endpunkt B der Strecke. Das Verhältnis des so bestimmten 

AC 
ersten Abschnittes zu dem zweiten j^^ heißt das „Teilverhältnis 

der Strecke AB durch den Punkt C". Es ist positiv bei innerem 
Teilpunkt, negativ bei äußerem, da im ersten Falle beide Abschnitte 
gleichgerichtet, im letzteren gegengerichtet zu nehmen sind (I. Teil § 6, e). 

Einem durch Anfangs- und Endpunkt, Vorzeichen und Größe be- 
stimmten Teilverhältnis einer Strecke entspricht ein einziger Teilpunkt. 

Denn es sind dann die beiden fraglichen Abschnitte AC und 
CB nach Größe und Richtung bestimmt durch die Gleichungen: 

AC+CB^AB oder AC-BC = AB 
und 

AC : CB=^ dem Teilverhältnis v. 



2. Wird ein Strahlenbüschel S 
von zwei Parallelen durchschnitten, so 
entstehen zwei Punktreihen AB CD 
xmAA^B^C^I)^, in denen sich verhält: 

AB:A^B^^{SB: SB,) = BC : BC, 
= ISC:SC,)^CD:C,D,, 

also auch 

ABiBC^A^B^ :B,C,, 

oder 




:Bt]k 




¥ 



Flg. 8. 

BC:CD^B,C,:C,D,, 

AB:BC:CD=^ A,B, :B,C,: C,D,. 

Punktreihen, in denen die Verhältnisse der Strecken 
der Reihe nach übereinstimmen, heißen ühnliche Punkt' 
reihen^ ABCD oo A,B,C,D,\ sie liegen ähnlich in einem Strahlen- 
büschel auf zwei Parallelen. 
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Faßt man ÄC und Ä^C^ als Strecken im Zweistrahl S auf und 
B und B^ als ihre Teilpunkte, so gilt für diese: 

Parallelstrecken im Zweistrahl werden durch einen dritten Strahl 
in gleichem Verhältnis geteilt. 

3. Die Umkehrung dieses Satzes lautet: 

Werden zwei ParallelstrecJcen durch je einen Punkt in gleichem 
Verhältnis geteilt, so gelten die Verbindungsgeraden der entsprechenden 
Grenz- und Teilpunkte durch einen Punkt 

Denn wenn auf zwei Parallelen die Punkte ABC und A^B^C^ so 
angenommen werden, daß AB : BC = A^B^: B^C^y und wenn sich A^A 
und B^B in S schneiden, so muß SC auch durch C, gehen, da der 
Strahl nach 2 das vierte Glied der obigen Verhältnisgleichung be- 
grenzen muß. 

4. Als zweite Umkehrung von 2 folgt: 

Wenn auf zwei Geraden drei Strahlen eines Punktes entsprechende 
Abschnitte von gleichem Verhältnis begrenzen, so sind die beiden Geraden 
parallel. 

Es verhalte sich (Fig. 9) 

AB:BC==A^B^:BiC^, 

Wäre hier nicht A^Cj^y sondern etwa A^B2C2 \\ABCy 

so wäre AB : BC = A^B^ : B^C^^ 

somit A^ B^ : B^Ci = A^ B^i B^C^f 

also (nach §3,3) B^B2\C^C^\ dies aber wider- 
spricht der Annahme, daß B^ B^ B und C^ C^ C Strahlen 
eines Punktes S sind. 

6. Wird ein Zweistrahl SC, SC^ von einem 
Parallelstrahlenbüschel AA. 11 BB. |i CC. durchschnit- 

All X 1 1 X 

teu, so verhält sich 

AB :A^B^^ (SB : SB^) = BC : B^C^, 

also AB:BC = A^B^ : B^C^, 

Im Zweistrahl mit Parallelstrahlenbüschel verhalten 
sich die Abschnitte des einen Strahles wie die gegen- 
überliegenden Abschnitte des andern. 





Fig. 10. 



§ 6. Zeichuaug der vierten Verhältnisstrecke. 

!• Aufgabe: Zu drei gegebenen Strecken a, b, c soll das vierte 
Olied einer Verhältnisgleichung gezeichnet werden, d. h. man 
soll eine Strecke x suchen derart, daß 

a:b = c : X. 

a) Nach § 3, i : In einem Zweistrahl trägt man vom Scheitel 



§ 6. Vierte Verhältnisstrecke. 
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aus auf dem einen Strahl das erste Glied, auf dem andern das zweite 
ab und verbindet deren Endpunkte. Von irgend einem Grenzpunkt 
des ersten Gliedes trägt man dann das dritte nach^ der einen oder 
andern Richtung des ersten Strahles ab und zieht durch den End- 
punkt des dritten Gliedes die Parallele zu jener Verbindungsgeraden. 
Alsdann liegt das fragliche vierte Glied dem dritten gegenüber. 



a 




b) Nach § 3, 2: Auf dem einen Strahl eines Zweistrahls trägt 
man vom Scheitel aus das erste und zweite Glied an; das dritte Glied 
trägt man vom Endpunkt deä ersten Gliedes so in den Zweistrahl 
ein, daß sein Endpunkt auf dem zweiten Strahl liegt. Zu der so er- 
haltenen Geraden zieht man durch den Endpunkt des zweiten Gliedes 
die Parallele; dann stellt deren ebenfalls vom Zweistrahl begrenzte 
Strecke das vierte Glied dar. 




Fig. 12. 



c) Nach §5,2: Man trägt auf der einen von zwei Parallelen 
von einem Punkt aus das erste und zweite Glied an, auf der anderen 



( n. 



^^. JC 






\. 



■^K 



-€&- 



\ 
\ 
« 



l. 



\!.y 



/ X \ 



/ V 
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Fig. 18. 



C. 



\ // 




Parallelen das dritte Glied, verbindet die Endpunkte des ersten und 
dritten Gliedes und zieht durch den Schnittpunkt dieser Verbindungs- 
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geraden den Strahl nach dem Endpunkt des zweiten Gliedes. Das 
vierte Glied liegt dann dem zweiten gegenüber. 

d) Nach § 5, 5: Auf einer Geraden trägt man von einem Punkt 
aus das erste und zweite Glied ab und zieht durch deren Grenzpunkte 

drei Parallele. Das dritte 

/ ^^ 6. Glied trägt man in letz- 

T^^^-i»^ , ^^ß^--"^^^;-^ ^r® so ®i^> ^^^ 6S von 

/ ^'^"^^^ / \(^^^^^<^'^^\ denselben Parallelen wie 

/' /^ \ '\^ \ das erste Glied begrenzt 

7^ ^ 7^ i 7""~ '^^^-lü^zj \ wird. Auf gleicher Ge- 

Fig. 14. raden mit diesem dritten 

GHede wird dann das 
vierte Glied von den Parallelen des zweiten Gliedes begrenzt. 

In allen diesen Zeichnungen kann die Lage des zweiten und 
dritten Gliedes vertauscht werden. 

e) Ohne Winkelscheit, mit Zirkel und Lineal: Wenn 6 < 2a, 
bildet man aus den beiden ersten Gliedern ein gleichschenkeliges Drei- 
eck (Fig. 15 a), trägt auf dessen Schenkeln vom Scheitel aus das 

aj h) c) 




• k.'i 



Flg. 15. 

dritte Glied ab und verbindet die Endpunkte; die erhaltene Strecke 
ist das vierte Glied, — Wenn nicht h <C2aj so kann auch nach den 
Arten von Fig. 15, b und c gezeichnet werden. 

2. In ähnlicher Weise wie die vierte Verhältnisstrecke zeichnet 
man das Vielfache und einen Bruchteil einer Strecke a, etwa 

a V 

WO n und v reine ganze Zahlen sind : man nimmt von einem beliebigen 
Maßstab eine Einheit, dann n und v Einheiten und bestimmt das 
vierte Glied in: 

l :n = a: Xy n : 1 = a : y (vgl. I. Teil § 13d), 

und in n : v = a : z, 

3. Aufgabe: Durch einen Punkt ist zu einer Geraden die 
Parallele zu ziehen, Nach § 3, 3 ergibt sich die Lösung mit Hilfe 
von Lineal und Maßstab, nämlich durch Abtragen von zwei in gleichem 
Verhältnis stehenden Abschnittpaaren. 



§ 7. Teilung einer Strecke. Harmonische Teilung. 
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§ 7. Teilnng einer Strecke in gegebenem Verhältnis. 

Harmonische Teilung. 

1. Aufgabe: Eine Strecke AB soll im VerhäUnis zweier ge- 
gebenen Strecken p : q (z. B. 7:3) geteilt werden, d. h. man soll den 
Punkt C so bestimmen, daß 

A C : CB = p :q ist. 

a) Nach § 3, i: Man zieht einen Strahl durch A, trägt auf ihm 
AX = Pj XY = q ab, zieht YB und hierzu die Parallele durch X, 




Fig. 16. 



so gibt diese den Teilpunkt C. Man erhält den inneren oder 
äußeren Teilpunkt, je nachdem AX und X F in gleicher Richtung 
oder in entgegengesetzter Richtung abgetragen werden. 

b) Nach § 3, 2: Man trägt auf zwei beliebigen Parallelen durch 
A und B die Strecken AX = p und BY^q ab, zieht XY, so gibt 



a. 



X] 



1^ 




*^^, 



J^ 



B A^ 



B^ 



Fig. 17. 



XY den Teilpunkt C, und zwar den inneren oder äußeren, je nach- 
dem A X und B Y gegengerichtet oder gleichgerichtet sind. 

c) Nach § 5, 2: Man trägt auf einer zu AB Parallelen 
X F = jp, YZ = q ab, verbindet A mit X, B mit Z und zieht durch 
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Fig. 18. 
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den entstehenden Schnittpunkt S den Strahl nach Y, so bestimmt 
dieser den Teilpunkt C. 

Zusatz. Soll eine Strecke im Verhältnis gegebener Zahlen geteilt 

werden, so nimmt man mit einer beliebigen Strecke als Maßeinheit 
die den Zahlen entsprechenden Strecken und verföhrt dann wie eben 
gezeigt. 

2. Eine weitere Lösung der vorangehenden Aufgabe bietet der Satz: 

Innen- 



Die Halbierende eines 



Außen- 
Gegenseite im Verhältnis der anliegenden Seiten. 



Winlcds eines Dreiecks teilt die 




Fig. 19. 

Im Dreieck ABC halbiere CR den Winkel C. Ziehe BX\\CB, 
so ist ^ X«/ = /' = /", somit CX = CB und ACiCB^ACiCX 
^AB:BB (in Fig. 19b =^ - AB : BB), 

Zur Lösung der Aufgabe 1 zeichnet man also über AB aus p 
und q als Seiten (oder aus 2p und 2g, oder aus ^p und 3g) ein 
Dreieck ABC und halbiert dessen Winkel C, 

3. Wird eine Strecke AB durch einen Punkt Q innen 

und durch einen Punkt JB außen 

4 B so geteilt, daß die Teilverhält- 

nisse absolut genommen von 
gleicher Größe sind, wenn also 

AB 



a 

Fig. 20. 



R 



AQ 



QB BB ' 

SO heißt die Strecke harmonisch geteilt. Die Teilpunkte Q und B 
heißen (harmonisch) zugeordnete Punkte. 
Aus der Annahme folgt auch, daß 

QA ^ QB ^ 
AB BB^ 

also sind auch auf der Strecke ^jB die Punkte A und B zugeordnete 
Punkte. 
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a) Die Strecke zwischen zwei zugeordneten Teüpunkten einer Sirecke 
wird durch die Grenzpunkte der letzteren selbst harmonisch geteilt 

Die Grenzpunkte der Strecke und ihre so bestimmten Teilpunkte 
heißen deshalb vier harmonische Funkte. 

b) Da durch einen Teilpunkt das Teilverhältnis bestimmt ist, so 
ist es auch der zugeordnete Punkt (S. 15, § 5, i). 

Zu einem Teilpunkt einer Strecke gibt es immer nur einen har- 
monisch zugeordneten Punkt. 

Auch wenn im Teilverhältnis Aer Anfangs- und der Endpunkt 
der Strecke AB vertauscht werden, ergibt sich kein anderer zugeord- 
neter Punkt zu Qj da dieser Vertauschung einfach die TJmkehrung 
der Bestimmungs-Gleichung entspricht: 

AQ:QB = -ÄR: RB, BQiQÄ BRiRA, 

4. Femer folgt aus AQ: QB = AR: BR, wenn M die Mitte 
von AB ist: 

(AM+MQ):{MB-MQ)^(AM+MR):(MR^MB), 

oder nach § 2, 6b, da AM = MB ist: j ^ 

M ji 



AM :MQ = MR: AM, ^^ ä M 

-2 ,- ^ ,-.^ Fig. 21. 



■4k 



oder AM' = MQMR, 

somit: Das Qu^idrat der Hälfte einer Strecke ist gleich dem Produkt 
der Abstände zweier harmonisch zugeordneten Punkte von der Mitte der 
Strecke, 

5. Die gleiche innere und äußere Teilung einer Strecke wird 
durch die Vereinigung der beiden in Fig. 16 bis 19 einzeln gegebenen 
Zeichnungen ausgeführt. Wird z. B. in Fig. 17 von B aus* q nach 
zwei gegengesetzten Seiten angetragen, so erhält man Q und R als 
zugeordnete Punkte. — In gleicher Weise kann benutzt werden der 
aus 2 sich ergebende Satz: 

Eine Dreiecksseite wird durch die Halbierenden der Winkd der 
beiden anderen Seiten harmonisch geteilt, 

6. Ebenso einfach ist die Lösung der Aufgabe: Zu einem Teil- 
punkt einer Strecke den harmonisch zugeordneten Punkt zu bestimmen. 

Wenn Q auf AB gegeben, so zieht man AX\BY und durch 
Q die Gerade XQY, macht BY^ = BY (Fig. 22) und zieht Y^XR. 
— Entsprechend erhält man Q, wenn jR gegeben ist. 

7. Dies ist zugleich die Lösung der Aufgabe (S. 11, § 2,9), das 
harmonische Mittel zu 2 Strecken a und b zu bestimmen. 
Denn aus der harmonischen Verhältnisgleichung (Fig. 20) folgt: 

{AR ~ QR) : (QR - BR) == AR : BR, 
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also ist QR das harmonische Mittel zu ÄR^ a und BR = b (wenn 
a > 6), indem dann 

a — X a 2ab 

X — 6 h ^ a-\-h 

Weitere Lösungen zu 6 und 7 siehe § 15, 3 und § 16, 3. 

8. Es ergeben sich alle möglichen Teilverhältnisse und Teil- 
punkte, wenn man (Fig. 22) bei unverändertem zweiten Glied g « J? I\ 
den Wert von p ^ AX von Null ab unbeschränkt wachsen läßt (in 




Fig. 22. 

der Richtung -^ZX^Xg); dann gehen Q und R von A aus nach 
gegengesetzten Richtungen, bis [für p =^ q = AX.^ oder 2^ : ^ = 1] der 
Punkt Q^ die Mitte der Strecke AB erreicht, während R auf 
T^X^lAB in unendliche Entfernung hinausgerückt ist. Dies drückt 
man durch den Satz aus: 

Dem MiUelpunM einer Strecke ist der unendlich ferne Punkt der 
Geraden harmonisch zugeordnet. 

Wird j9 = J. Xg > g, so fällt jB auf die andere Seite, und Q^ und 
12g nähern sich dem B um so mehr, je größer p oder p\q. wird. 



Zweites Kapitel. 

Produkte von Strecken im Zweistrahl mit gewendet parallelen 

Geraden und mit dem Kreis. 

§ 8. Das rechtwinkelige Dreieck mit der HypotennsenhShe. 

1. Wenn (Fig. 23) im Zweistrahl S mit den Parallelen AB und X Y 
das A8XY um die Halbierende von ^ S umgewendet wird, so 
kommt es in die Lage SA^Bj^, wobei nun '^ A = X = A^ ist. Um- 
gekehrt kann unter der Voraussetzung, daß die Winkel A nnä A^ 
gegenwendig gleich sind, das A SA^B^ durch Umwendung nach SXY 
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gebracht werden; so daß dann XY\\ÄB und A äXZoo SAB ist. 
Das A SÄ^B^ liegt im Zweistrahl S gewendet ähnlich zu A SAB, 




Fig. 28. 

und die Gerade A^B^ liegt gewendet parallel (antiparajlel) zu 
AB. Daher verhält sich (S. 11, § 3, i): 

SAiSB^ (SX :Sr)^SA^: SB^, 

oder es ist: SA • SBi = SB • SAi. 

Statt gleicher Verhältnisse ergeben sich hier gleiche Produkte 
(der Maßzahlen) der Sirahlstrecken im Zweistrahl mit gewendet Paral- 
lelen, 

2. In einem rechtwinkeligen Dreieck ABC (Fig. 24) werde die 
Höhe CCj gezogen; dann ist ^ACB-^AG^C:, daher liegt A J-CCj 
gewendet ähnlich zu A ABC, und es ist 

AC^iAC^ACiAB 

oder 'AC=AB'ACi. 

Im rechtudnkeligen Dreieck ist eine Kathete das geo- 
metrische Mittel t^wischen der Hypotenuse und ihrem Ab- 
schnitt unter der Kathete, oder: das Quadrat der Kathete 
ist gleich dem Produkt der Hypotenuse und ihrem Ah- 
schnitt unter der Kathete. (Vgl. I. Teil § 44, e). 

= AC:CB', 
^C,C:C,B, A. 
^C^CiC^B, 



3. Femer ist (Fig. 24) 
im Zweistrahl A: AC^: C^C 
im Zweistrahl B: ACiCB 
also ACiiC^C 

oder: 




cd 



Fig. 24. 



= ACi CiB. 

Im rechtwinkeligen Dreieck ist die Höhe das geo- 
metrische Mittel zwischen den beiden Abschnitten der 
Hypotenuse, oder: das Quadrat der Höhe ist gleich dem Pro- 
dukt der Abschnitte der Hypotenuse. (Vgl. I. Teil, § 44, s). 

Es folgt dies auch daraus, daß A AC^C (^^ CC^ B ist, da beide 
Dreiecke rechtwinkelig und ^ ACC^ = U — BCC^ = -^ -B. 
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4. Ans 2 folgt noch weiter: 

Je* = AC^ . AB 

somit 

ZÖ" + ^C" = (^Ci + C^B) . ^B, d. i. = ZB*. 

Ji9t rechttainkeligen Dreieck ist das Quadrat der 
Hypotenuse gleich der Sufnme der Quadrate der beiden 
Katheten. (Vgl. L Teil § 44, 7). 

Anwendung findet dieser Satz, nm ans zwei Seiten eines recht- 
winkeligen Dreiecks die dritte zu berechnen, z. B. 

-^ C = YäB' - BCP = Y(ÄB + BG)'(AB-Bq, 

Die weitere Behandlung der sich hieraus ergebenden Maßbeziehungen 
folgt in der zweiten Abteilung. 

§ 9. Der StraUenhnsehel mit dem Kreis. 
Potenz und Potenzgerade. 

1. Da in einem Kreis jeder Umfangswinkel über einem Durch- 
messer ein Rechter ist, so lassen sich die in § 8, 2 und 3 angegebenen 
Sätze sofort auch auf den Kreis übertragen. In diesem (Fig. 25) ist: 

a) AC^:ÄC^AC:AB 

oder o 

ACf^AB'AC^, d. h.: 

Im Zweistrahl aus einer Sehne und einem 
Durchmesser im Kreis ist das Quadrat der 
Sehne gleich dem FroduM des Durchmessers 
und seines Abschnittes unter der Sehne. 

b) Femer ist: 

AC^:C,C^=C^C:C^B 
oder 

CC^^=^AC^'C^B, d. h.: 

Das Quadrat jeder zu einem Durchmesser senkrechten 
HaXbsehne i^^n Kreis ist gleich dem Frodukt der Abschnitte 
des Durchmessers. 

2. Im Zweistrahl S (JB, B,) mit einem Kreis ist ^ SBA^ = SB^A 
(I. Teil § 29, 4b), somit A SAB^ gewendet ähnlich gelegen zu SA^B] 
daher gilt nun 

SA : SA^ = SB^ : SB 

oder 

SA'SB^SA^SB^. 




Fig. 26. 




§ 9. Strahlenbüscliel mit dem Kreis. 25 

Für jeden Strahl von einem Funkt nach einem Kreis 
ist das Frodukt der Strahlstrecken das gleiche. 

Entsprechend den Rich- 
tungen der Strahlstrecken 
ist das Produkt bei einem 
äußeren Punkt positiv, bei 
einem inneren negativ. 

3. Umgekehrt: wenn 
bei einem Zweistrahl S Fig. 86. 

auf dem einen Strahl 

zwei Punkte A^ B und auf dem andern ebenfalls zwei, A^y B-^y 
so liegen, daß SA • SB ^ SA^ • SB-^ (zugleich mit Übereinstimmung 
der den Richtungen entsprechenden Vorzeichen), so muß der durch 
AA^B gehende Kreis eine Strahlstrecke auf äJ-j begrenzen, die dem 
letzten Faktor dieser Gleichung entspricht, d. h. der Kreis muß auch 
durch J?i gehen. Also: 

Wenn in einem Zweisl/ralü das Produkt der StraJdsirecken des 
einen Strahles gleich defin des andern ist, so liegen die vier Endpunkte 
der Strecken auf einem Kreis, 

4. Dreht man den Strahl um S so, daß die Schnittpunkte A^ 
und B^ zusammenrücken, so ergibt sich 
schließlich eine Berührende, wobei 

^ SA^A = SBA^ 

ist (I. Teil § 29, 4a). Daher ist: 




SAi 5^ SA • SB. Yig. 27. 

Das Frodukt der Strahlstrecken eines Strahles von 
einem Funkt nach einem Kreis ist gleich dem Quadrat 
der Strecke des berührenden Strahles. 

6. Ist umgekehrt auf einem Zweistrahl SA^ = SA • SB gegeben, 
so wird ein Kreis um ABA^ auf SA^ einen zweiten Abschnitt SB^ 
ergeben, für den SA^ • SB^^ = SA • SB ist, woraus folgt SB^ «= SA^ . 

Wenn bei einem Zweistrahl das Quadrat einer Strahlstrecke des 
einen Strahles gleich dem Produkt zweier gleichgerichteten Strahlstrecken 
des andern Strahles ist, so berührt der erste Strahl den durch die drei 
Grenzpunkte gelegten Kreis, 

6. Liegt ein Punkt im Abstand a von der Mitte eines Kreises, 
dessen Halbmesser r ist, so sind von den beiden Strahlstrecken durch 
den Mittelpunkt der eine (a + r) und der andere (a — r) oder {r — a), 
je nachdem der Punkt außen oder innen liegt. 

Für jeden Strahl von einem Punkt nach einem Kreis hat das 
Produkt der beiden Strahlstrecken daher auch den Wiert 
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{a + r) ' (a — r) ^ a^ — r^; 

dieser Wert heißt die Potenz des Punktes in Bezug auf den 

Kreis. Dabei entspricht den 
vom Strahlpunkt ausgehenden 
Richtungen der Strahlstrecken 
das Vorzeichen der Potenz: 




Fig. 28. 



liegt der Punkt außen, so 
sind die Strecken gleich- 
gerichtet und die Potenz 
(a^ — r^) ist positiv, und 

zwar gleich dem Quadrat der Berührenden vom Punkt an den Kreis; 

liegt der Punkt innen, so sind die Strecken gegengerichtet, und 

die Potenz ist negativ = {a^ — r^) = — Ä^, d. i. gleich dem negativen 

Quadrat der Halbsehne des Punktes. 

7i In Bezug auf zwei Kreise M und M^ mit den Halbmessern 

r und r^ habe ein Punkt Z die gleiche 
Potenz. Dann ist: 




ist nun ZT die Senkrechte von Z auf 
die Mittellinie beider Kreise, so ist: 

ZM^ = Z? + TM^ 



2 



2 



Fig. 29. 
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ZM^'= zr + TM,\ 

■2 o 



also wird yjf» - r^ = TM^ ,^ , 

d. h. T hat ebenfalls die gleiche Potenz für beide Kreise. Dies kann 
aber nur für einen einzigen Punkt der Mittellinie gelten, da der Punkt 
eindeutig bestimmt ist durch 

M^T+ TM=^M^M und YM^^ -YM^ =^ r^^ - r\ 

Irgend ein Punkt gleicher Potenzen für beide Kreise muß also auf 
der in T errichteten Senkrechten liegen, d. h.: 

a) Der geometrische Ort aller Punkte, die für zwei Kreise (nach 
Wert und Zeichen) übereinstimmende Potenzen haben, ist eine Gerade, 
die sog. Potenzgerdde der zwei Kreise; sie ist die Senkrechte in ^ 
demjenigen Punkt der Mittellinie beider Kreise, der für diese die gleiche 
Potenz hat 

. Hieraus ergibt sich: 

b) Die Potenzgerade zweier Kreise halbiert deren gemeinsame 
Berührende; wenn die Kreise einander schneiden, geht sie durch die 
beiden Schnittpunkte; wenn die Kreise einander berühren, ist sie die ge- 
meinsame Berührende. 

8. Über die Potenzgeraden dreier Kreise siehe §23,8. 
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§ 10. Zeichnung des geometrischen Mittels, des goldenen Schnittes 
und der Berfihrangskreise für Gerade und Punkte. 

1. Aufgabe: Zu zwei gegebenen Sl/recken a und b solideren geo- 
metrisches Mittel gezeichnet werden, so daß a:x^ x:h oder x^ ^ ah, 

a) Gemäß § 9, i a (S. 24) beschreibt man um die größere von 
beiden Strecken als Durchmesser einen Halbkreis, trägt von einem 
Grenzpunkt des Durchmessers aus auf diesem die kleinere Strecke ab 
und errichtet im Endpunkt dieses Abschnittes zu ihm die Senkrechte. 
Die Sehne, unter der dieser Abschnitt liegt, ist dann das gesuchte 
geometrische Mittel. 

b) Nach §9, ib trägt man die beiden Strecken aneinander auf 
einer Geraden ab, beschreibt um ihre Summe als Durchmesser einen 
Kjeis und zieht in dem gemeinsamen Grenzpunkt beider Strecken die 
senkrechte Halbsehne; diese ist das gesuchte geometrische Mittel. 

c) Nach § 9, 4 (S. 25) zeichnet man zum Unterschied der beiden 
Strecken als Sehne (oder Durchmesser) einen Kreis .und zieht an 
diesen vom nicht gemeinsamen Grenzpunkt der größeren Strecke aus 
die Berührende; diese ist das gesuchte geometrische Mittel. 

2. a) Wird eine Strecke AB = a in dem einen Grenzpunkt B 
von einem JKreis berührt, dessen Halb- 
messer =?r — ist, so sind die Strahl- 

strecken der Geraden von A durch 
den Mittelpunkt = x und {a + x). 
Dann ist a^^{a -\- x)'X {% 9, 4), oder 
(a -\- x):a = a : x, 

AZ\ YZ^ YZiAY, 

Eine Strecke AZ, die so geteilt rig. so. 

ist, daß der eine (größere) Abschnitt YZ 

das geometrische Mittel zwischen der ganzen Strecke und dem andern 
Abschnitt AY ist, heißt nach dem goldenen Schnitt geteilt. 

Ist der. größere Abschnitt a gegeben, so ergibt diese Zeichnung 
die ganze Strecke AZ. 

b) Aufgabe: Eine Strecke a soll nach dem goldenen Schnitt ge- 
teilt werden, also so geteilt werden, daß a : x ^ x : (a — x). 

Man zieht (Fig. 30) mit dem Halbmesser ^ einen Kreis, der die 

Strecke a in einem Grenzpunkt berührt, zieht vom andern Grenzpunkt 
aus die Gerade nach der Mitte des Kreises und überträgt die außer- 
halb des Kreises entstehende Strahlstrecke x auf a. 
Denn nach § 9, 4 (S. 25) ist 

a^ = (a -\- x) ' Xy a^ — ax = x^^ a - (a — x) = x^, 
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also a:x = x:{a — x) 

oder ABiAC^ACzCB. 

Ans dem Dreieck ABM ergibt sich: 

(' + D' - «■ + (I)'. ^- -T. '-T{Vf-0- 

c) Aus 

ax + x^^a^ folgt: a* + 2ax + x^ = 2a* + ax 

oder (a + xf = a- (2a + x), 

also (2a + ar) : (a + x) = (a + a:) : a. 

oder .1F:^Z = ÄZiZV. 

Hiernach kann man auch zu dem gegebenen kleineren Abschnitt ZV ^^ a 
den größeren AZ =^ {a -{- x) und die ganze Strecke J. F = (2a + jt) finden. 

3. Aufgabe. Man soU Kreise zeichnen, welche 

a) durch zwei gegebene Tunkte A und B gehen und eine gegebene 
Gerade c berühren; 

b) durch einen gegebenen Tunkt C gehen und zwei gegebene Gerade 
a und b berühren. 

Anleitung: a) Wenn die Verbindungsgerade AB (Fig. 31) die 
Gerade c in S schneidet^ so ist der Berührungspunkt X auf c so ge- 

legen, daß SX == SA • SB ist, was nach la zu zeichnen ist. 





Fig. 31. 



Fig. 32. 



c) Da die zu a6 (Fig. 32) gehörende Winkelhalbierende W Mittel- 
linie för den fraglichen Kreis ist, so geht derselbe auch durch C^ ^ C] 
hiemach kommt die Aufgabe auf a) zurück. 

Weitere Aufgaben, nämlich auch „zu Kreisen berührende Kreise zu 
zeichnen", sollen erst nach der Betrachtung des Kreises als Büd des Kreises 
(§ 12, 3 und 5 u. 24, 1—7) behandelt werden.'l 
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Drittes Kapitel. 

Ähnliclie Abbildung. 
§11. Ähnliche Abbildung geradliniger Figuren. 



1. Wenn die Ticken zweier Drei- 
ecke paarweise auf ö/rei Strahlen 
eines Punlctes liegen und Strahl- 
strecken von gleichem Verhältnis be- 
grenzen, so sind die Seiten der Drei- 
ecke paarweise parallel. 
Aus SÄ : SÄ^ 
= SB:SB^ 
^SCiSC^ 

folgt nämlich (nach 
S. 13, §3, 3;) sofort: 



ÄBiÄ,B,, 
BC[B,G,, 




Fig. 83. 



1'. Wenn die Seiten zweier Drei- 
Seite paarweise pardUd sind, so 
liegen die Ecken der Dreiecke 
paarweise auf drei Strahlen eines 
Punktes. 



Die Strecke ÄA^ 
wird nämlich durch 
BB^ im Verhältnis 
ABiA^B^ geteilt 
(S. 13, § 3, 2,) und 
durch CCj im Ver- 
hältnis AC : A^C^. 
Beide Verhältnisse 
stimmen überein ; 
denn es ist 

AABCooA^B^C^, 

weil die parallelen 
Seiten sfleiche Winkel 



bilden (S. 14, §4,1); 
somit fallen die Teilpunkte zusammen (S. 15, §5, i), d. h. AA^ 

und BB^ und CC^ gehen durch einen Punkt. 

3. Man zeichnet zu einer Figur in einer Ebene ein ähnliches 
und ähnlich liegendes Bild oder ein perspektiv liegendes 
ähnliches (p. ä.) Bild, indem man 1) ron einem Punkt S, dem 
Strahlpunkt oder Ahnlichkeitspunkt, Strahlen durch die Punkte 
der Figur zieht, dann 2) einen Punkt A der Figur mit ihren übrigen 
Punkten B, C, . . . durch Strecken AB, AG . . . (als Hilfslinien) ver- 
bindet und 3) auf dem Strahl SA einen beliebigen Punkt A^ als 
Bildpunkt zu A annimmt und durch ihn Parallele zu diesen Strecken 
zieht, A^B^ || AB, A^C^ \AC... Der Schnittpunkt einer solchen 
Parallelen A^B^ mit dem Strahl des betrefifenden Punktes B ist das 
Bild dieses Punktes, B^ der Bildpunkt zu 5; ebenso ist C^ der 
Bildpunkt zu C. Die Bilder von Linien werden durch die Bilder 
einer genügenden Anzahl ihrer Punkte bestimmt*. 



•) Die Ausführung erfordert nur das Anlegen von Winkelscheit und Lineal 
und Bestimmen der Punkte auf den Strahlen, ohne die Hilfslinien auszuziehen. 



30 in. Kap. Ähnliche Abbildung. 

Zwei Figuren heißen einander ühnlich und ähfUieh liegend 
(oder perspekttv ühtiiiche Figuren)^ wenn je 2 entsprechende 
Punkte heider Figuren auf demselben Strahl eines Büschels liegen, und 
wenn zugleich die Verhindungsgeraden eines Punktes der Figur mit 
jedem andern Punkt der Figur jeweils parallel sind mit den Verbindungs- 
geraden der entsprechenden Punkte. 

3. Aus der Zeichnung folgt, daß SÄ : SÄ^ =^ SBiSB^, 

SÄ: SA^^ SC: SC,, 

Man kann deshalb auch die gegebene Erklärung der ähnlichen Ab- 
bildung durch folgende ersetzen: 

Ähnliche und ähnlich liegende Figuren sind solche, deren ent- 
sprechende Punkte auf den Strahlen eines Punktes liegen und Strahl- 
strecken von gleichem Verhältnis begrenzen. 

Diese Erklärung ist im Ausdruck, aber nicht gerade in der Aus- 
führung kürzer als die in 2 gegebene, die keine Messung erfordert. 
Nach der in 2 gegebenen Bestimmung erscheint die ähnliche Ab- 
bildung als ein besonderer Fall der Perspektiven Abbildung (§ 21, 2). 

4. Aus 3 und 1 folgt nun, daß auch BiC, i^^t ^- J^-* 

a) Zur Verbindungsgeraden irgend zweier Punkte ist die der ähn- 
lich liegenden Bildpunkte parallel. 

Für jeden weiteren Punkt I) der Geraden BC fällt die Ver- 
bindungsgerade BD auf die Gerade BC, somit die Verbin dun gsgerade 
des Bildpunktes B^B, auf die Parallele zu jBC durch B,, d. h. auf 
B^C,] die Bilder der Punkte der Geraden BC liegen auf B,C,.. 

b) Die Bilder der Punkte einer Geraden liegen auf einer Geraden, 
Hieraus folgt für die Gerade selbst: 

c) Das Bild einer Geraden ist eine Gerade, und zwar ist diese 
a) die Verbindungsgerade der Bilder zweier Punkte der Qeradenj 

oder ß) bei ähnlicher Lage die Parallele durch das Bild eines Punktes 
der Geraden. 

6. Gehört ein Punkt C zwei Geraden ÄC und JBC an, so gehört 
sein Bild C, den Bildern Ä^^ C, und J?i C, der beiden Geraden an, d. h.: 

Das Bild des Schnittpunktes zweier Geraden ist der Schnittpunkt 
der Bilder der Geraden, 

Die beiden Schnittpunkte C und C, liegen also auf einem Strahl 
des Ä.- Punktes zu ÄÄ, und BB,, womit wieder der Satz 1' be- 
wiesen ist. 

6. Da alle entsprechenden Geraden parallel sind, so kann man 
die Zeichnung der Bilder nicht nur wie in 2 durch Verbindungsgeraden 
von einem bestimmten Punkt Ä und seinem Bild Ä, aus erhalten, 
sondern die Zeichnung ebensowohl auch von einem so erhaltenen 
Punktpaar BB, aus durchführen, oder von Punktpaar zu Punktpaar 
weiterführen. Geht man von zwei Punktpaaren ÄÄ, und BB, aus und 
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zieht nach den andern Punkten wie C die Parallelenpaare A^C^\\ACj 
B^G^\BCy so erhält man (nach 5) den Bildpunkt C^, ohne den 
Strahlpunkt zu benutzen. 

7. Wird der Strahlpunkt S selbst als ein Punkt der Vorlage 
aufgefaßt, so ist er sein eigenes Bild; ebenso entsprechen 
einander die Strahlstrecken eines Strahles SA und SA^. So 
ist das Dreieck SA^B^ p. ä. SAB, was die in § 4 benützte Bezeich- 
nung rechtfertigt. 

Wenn hierbei die Strahlstrecken nach einem Punkt A und seinem 
Bild A^ in gleicher Richtung vom Strahlpunkt S aus liegen (Fig. 33 a), 
so heißt dieser ein äußerer Ä. -Punkt, und die entsprechenden Rich- 
tungen beider Figuren ^J? und ^i^i sind gleichgerichtet parallel. 
Liegen die Strahlstrecken S J. und SA^ gegengerichtet (Fig. 33 b), so 
ist der A.-Punkt ein innerer, und die entsprechenden Richtungen 
sind gegengerichtet parallel. 

8. Wenn auf die in 2 angegebene Weise zu einer Figur ABC . - 
(Fig. 34a) eine ähnlich liegende A^B^C^ . . oder A^B^C^ . . . ge- 
zeichnet wird, und wenn dann die Figuren aus dieser Lage heraus 
beliebig in die Ebene verlegt werden (Fig. 34b), so heißen diese 
Figuren auch jetzt noch einander ähnlich (c>o); die Größen ihrer 
Strecken und Winkel bleiben dabei unverändert. 



a. 



b. 




Ähnliche Figuren sind also solche, die in ähnliche Lage 
gegenseitiger Bestrahlung von einem Punkt gebracht werden 
können (2). 

Da hierbei alle entsprechenden Geraden parallel werden, so 
müssen die entsprechenden Winkel in beiden übereinstimmen. Aus 
der Aneinanderreihung der parallelen Strecken in Zweistrahlen mit 
je einem gemeinsamen Strahlstreckehpaar folgt ferner noch die Gleich- 
heit der Verhältnisse der entsprechenden Strecken (vgl. S. 16, § 5, 2). 
Hierdurch ist bewiesen: 

In ähnlichen Figuren sind die entsprechenden Winkel 
einander gleich, und die entsprechenden Settenpnare haben 
das gleiche Verhältnis. 
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Hieraus ergibt sich die Möglichkeit, m der Vorlage das Bild zu 
zeichnen oder zu ergänzen, ohne daß beide in ähnlicher Lage sind. 

Das Verhältnis einer Strecke im Bild zu der entsprechenden 
Strecke der Vorlage heißt der Maßstab des Bildes. 

9. Die Umkehrung von 8 lautet: 

Wenn in zwei Geradenzügen gleiche Winkel in übereinstimmender 
Ordnung auf einander folgen und ebenso verhältnisgleiche Strecken auf 
den Schenkeln der entsprechenden Winkel, so sind die Figuren ähnlich; 
— sie liegen auch ähnlich, wenn eine Gerade ihrem Bild parallel ist 
und ein anschließendes Winkelpaar gleiehwendig liegt. . 

Denn wenn^jB : A^B^^BC : B^C^ und <^ J5 « B^, so istAABC 
Ln A^B^C^ (nach §4,2), und die Winkel beider Dreiecke stimmen 
überein. Hieraus ergibt sich aber, wenn noch AB^A^B^ und 
^ABG^A^B^C^ gleichwendig, daß auch BC\\B^C^, AC;\A^C^', 
also liegen beide Dreiecke gegenseitig bestrahlt (nach 1') und ähnlich 
(gemäß 2). In gleicher Weise ergibt sich für die anschließenden Seiten 
BGB p. ä. B^G^D^, . . . usw. 

10. Daraus, daß die Übereinstimmung in den Winkeln und in 
den Seiteuverhältnissen zur Ähnlichkeit der Figuren genügt, folgt:] 

a) Wenn zwei Figuren einer dritten ähnlich sind, so sind sie auch 
einander ähnlich. 

Denn erstens stimmen sie in den gleichliegenden ^Winkeln über- 
ein, und zweitens: wenn das Streckenverhältnis der ersten Figur zur 
dritten == a^: a^ und wenn das der zweiten zur dritten = öTj : äj ist, 
so ist das Verhältnis sämtlicher entsprechenden Strecken der ersten 
und zweiten Figur = a^ : a^. 

Ist a^=^ a^, so stimmen die beiden ersteren Figuren in Winkeln 
und Strecken vollkommen überein, woraus folgt: 

b) Das ähnliche Bild einer Figur ist (nach Form und Größe) 
durch das Verhältnis zweier entsprechenden Strecken eindeutig bestimmt. 

!!• In Bezug auf die Lage zweier zu einer dritten ähnlich 
liegenden Figuren ist noch auszusagen: 

Wenn bei- zwei ähnlichen Figuren jede einzeln von einer dritten 
bestrahlt ist, so sind sie es auch von einander. Dabei liegen die drei 
Ä.-Punkte auf einer Geraden, der Ähnlichkeitsachse, und zwar ent- 
weder drei äußere Ä.-Punkte, oder zwei innere und ein äußerer. 

Wenn nämlich A^B^ p. ä. ^3-63 zu S^ als A.-Punkt, 
und wenn A^B^ p. ä. ^3-83 zu S^ als A.-Punkt, 

so muß auch A^B^ A^B^ sein; also ist A^B^ p. ä. A^B^ zu Sg als 
A.-Punkt. Nun ziehe man die Gerade S^S^ und lasse sie von A^B^, 
A2B2, A^B.. in X^, X2, X3 schneiden. Dann wird A^B^ durch X^ 
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im selben Verhältnis geteilt wie A^B^ durch Xj, und ebenso auch 
Ä^B^ durch X^. Hieraus folgt die Übereinstimmung der Teilverhält- 




Flg. 35. 



nisse von A^B^X^ und Ä^B^X^, und es folgt weiter, daß durch den 
Schnittpunkt Sg von Ä^Ä^ und B^B^ auch X^X^ oder S^S^ gehen 
muß (S. 16, §5,3), d. h. Sj, S^, S^ liegen auf einer Geraden. 

Sind alle drei Strecken ^i-Bj? -^2-^2? -^s^s gleichgerichtet 
(Fig. 35, a), so liegen die äußeren A.-Puukte auf einer Geraden; ist 
eine Strecke A^B^ gegengerichtet parallel zu den beiden andern 
(Fig. 35, b), so gelten zwischen ihr und den andern die inneren A.- 
Punkte und für diese anderen der äußere. 

§ 12. Der Kreis als ähnliches Bild des Kreises. 

Das Sechseck im Kreis. 

1. Man ziehe in zwei Kreisen M, M^ zwei parallele Halb- 
messer -äf J. II M^A^. Schneidet dann die Gerade AA^ die Mittellinie 




?lg. 86 a und b. 



MM^ in 5, so teilt S den Abstand der Mittelpunkte außen (Fig. 36, 
a und b) oder innen (Fig. 36, c und d), und zwar im Verhältnis der 
Halbmesser, also MS : M^S ^ r ir^. Denselben Teilpunkt gibt die 
Verbindungsgerade BB^ der Endpunkte jedes andern Paares paral- 
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leler Halbmesser MBWM^B^'^ somit liegen die Punkte beider Kreise 
paarweise ähnlieh zu S als A.-Punkt. Sind die Halbmesser gleich- 
gerichtet, so ergibt sich ein äußerer Strahlpunkt, bei entgegen- 
gesetzter Richtung ein innerer. 




Fig. S6o und d. 

a) Zwei Kreise liegen ähnlich sowohl zu einem äußeren als auch 
zu einem inneren Ä.-PunJct; jeder von beiden teilt den Abstand der 
Mittelpunkte im Verhältnis der Halbmesser.- 

-b) Die Endpimkte gleichgerichtet paralleler Halbmesser liegen auf 
einem äußeren Ä,Strahl, die Endpunkte gegengerichteter auf einem 
inneren. 

Umgekehrt : 

c) Äußere A.-Strahlen zweier Kreise treffen diese in den End- 
punkten gleichgerichtet paralleler Halbmesser, innere treffen sie in 
den Endpunkten gegengerichtet paralleler Halbmesser. Die Sehnen 
entsprechender Punktpaare Ä B und Ä^ B^ sind parallel, ebenso die in 
entsprechenden Punkten Berührenden (S. 30, § 11, 4c). 

2. Die Halbmesser zweier Kreise nach den Berührungspunkten 
einer gemeinsamen Berührenden sind parallel, da sie zu dieser senk- 
recht sind; also (1, b) folgt: 

a) Auch die gemeinsamen Berührenden ztveier Kreise sind fikr diese 
Ä -Strahlen, und zwar sind die äußeren Berührenden äußere, die inneren 
innere A.-Strahlen. 

Berühren die Kreise einander, so teilt ihr Berührungspunkt den 
Mittelpunktabstand im Verhältnis der Halbmesser, also (1, a) folgt: 

b) In zwei einander berührenden Kreisen ist der Berührungspunkt 
Ä.-Punkty und zwar äußerer bei einschließender Berührung, innerer bei 
ausschließender. 

3. Aufgabe: Es ist ein Kreis zu zeichnen, der einen gegebenen 
Kreis M in einem gegebenen Punkt S berührt und durch einen zweiten 
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Fig. 37. 



Punkt B^ geht. Man zieht SB^ bis zum Schnitt jB mit dem Kreis Jf; 
dann ist der fragliche Halbmesser »durch B^ parallel zu MB, da 
S ein Ä.-Punkt ist. 

i. Von drei Kreisen 
einer Ebene liegen zwei 
ähnlich zu dem dritten. 
Daher folgt aus S.32,§ 11,11 
(indem in Figur 35 Ä^B^y 
Ä^B^ und ^g-Bg drei pa- 
rallele Halbmesser dar- 
stellen mögen): 

Bei drei Kreisen liegen 
die drei äußeren Ä.-Punkte 
auf einer Geraden, der 
äußeren A-Achse; ebenso 

liegt auch je ei^n äußerer Ä,-Ptinkt mit den zwei nicht zugehörigen 
inneren auf einer Geraden, so daß es also auch drei innere Ä.'Achsen 
gibt (Satz von Monge), (Vgl. auch S. 41, § 14, s). 

6. Wenn zwei Kreise von einem dritten berührt werden, so folgt 
aus 4 in Verbindung mit 2b: 

Bei gleichartiger Berührung zweier Kreise durch einen dritten liegen 
die Berührungspunkte auf einem äußeren Ä,-Strahl der beiden ersteren 
Kreise, hei ungleichartiger Berührung auf einem inneren, jedoch nicht 
entsprechend, 

6. Aufgabe: Es sollen zwei Kreise M und M^ von einem dritten 
und zwar ersterer in einem Punkt A berührt werden. Man zieht MA 
und gleich- oder gegengerichtet den Halbmesser M^A^ || MA'^ dann 
schneidet die Gerade AA^ den Kreis M^ in dessen Berührungspunkt 
(vgl. I. Teil § 34, 6b). 

7. Man zeichne (Fig. 38) durch 2 beliebige Punkte A^^ G^ eines 




Fig. 38. 



Kreises M einen Kreis, dessen Mittelpunkt M^ im Schnittpunkt der Berührenden 
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von Ä^ und C^ liegt, und ebenso einen zweiten Kreis durch 2 weitere Punkte 
-Bg, 2>g mit dem Mittelpunkt Jlfj. Dann iat Ä^B^ ein Ä. -Strahl der Kreise 
Jtfj imd Jtfg* Denn mit dieser Geraden bilden MÄ^ und MB^ gleiche 
Winkel, daher auch M^Ä^ imd M^B^', da die Z wischen winkel = R sind, 
^ M^Ä^B^ = -afgjBg-^s = -^2» somit M^A^ ;| M^Ä^, imd .4^, -i^ sind zwei 
ähnlich liegende Punkte. Ebenso ist C^I>2 ^^ A.-Strahl. Also schneiden 
einander -^1-02 ^^^ ^i-^a ^ ^®™ (äußeren) Ä. -Punkt der Kreise M^ und 
M^ (-4i2>2 ^nd C^j^j im inneren). 

Nimmt man nun 6 Punkte 
auf eineig Kreis an (Fig. 39), 
so kann man durch je 
2 Punkte : 1 und 4, 2 und 
5, 3 und 6 einen solchen 
Kreis zeichnen, dessen Mittel- 
punkt der Schnittpunkt der 
Berührenden in beiden Punk- 
ten ist. Die beiden ersten 
Kreise geben die Ä.-Strahlen 




P 

Fig. 39 



12 und 45 mit dem Ä.- 
Punkt P, der zweite und 

dritte die Strahlen 23 und 56 mit dem Ä.-Punkt Q, der dritte und erste 

Kreis die Strahlen 34 imd 61 mit dem Ä.-Punkt B. Je nach Lage der 
sechs Punkte sind dies drei äußere Ä.-Pimkte oder ein äußerer imd zwei 
innere. Also: 

In jedem Seh/nensechseck eines Kreises liegen die drei Schmttjßmücte der 
Gegenseiten in einer Geraden (Satz von Pascal 1640). 

Die Reihenfolge der Verbindung der sechs Punkte ist hierbei beliebig. 

§ 13. Anwendnng der Ähnlichkeit znr LSsnng von Anfgaben. 

!• Wenn in einer Zeichen aufgäbe nur Winkel und Verhältnisse von 
Strecken gegeben sind und außerdem nur eine Strecke der zu zeichnenden 
Figur, so kann die Aufgabe dadurch gelöst werden, daß man zunächst 
diese Strecke außer Betracht läßt und eine Figur zeichnet, die den übrigen 
Stücken entspricht; hierbei kann irgend eine Strecke der Figur willkürlich 
gewählt werden. Die fragliche Figur ist dann dieser ähnlich zu zeichnen. 
Man trägt am einfachsten die gegebene Strecke auf der ihr entsprechenden 
von einem Grenzpunkt aus an imd nimmt diesen als A.-Punkt. 

Aufgaben: a) Man soll ein Dreieck zeichnen, von dem zwei 
Winkel gegeben sind und irgend eine Strecke wie eine Höhe, eine 
Winkelhalbierende, ein Seitenabschnitt, der Umfang usw. — Man 
zeichnet zuerst ein Dreieck mit den gegebenen Winkeln und einer 
beliebigen Seite und zieht in diesem Dreieck die der gegebenen 
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Strecke entsprechende Strecke und tragt auf letzterer die gegebene 
Strecke an. Dann zeichnet man vom gemeinsamen Grenzpunkt beider 
Strecken als Ä.-Punkt ein ähnlich liegendes Dreieck, zu dem die ge- 
gebene Strecke Strahlstrecke ist. 

b) Von einem Dreieck ist das Verhältnis p : q zweier Seiten, der 
eingeschlossene Winkel y und die Gegenseite c gegeben. — Man 
zeichnet das Dreieck aus y,p,q und dann das ihm ähnliche mit der 
bestimmten Seite c. 

c) In einen gegebenen Kreis ist ein Dreieck zu beschreiben, das 
einem gegebenen Dreieck ähnlich ist. (Von einem Dreieck sind der 
Halbmesser des umbeschriebenen Kreises und die Winkel oder die 
Seitenverhältnisse gegebÄi.) — Man beschreibt um das gegebene Drei- 
eck einen Kreis und zieht von dem Ahnlichkeitspunkt beider Kreise 
die Strahlen durch die Ecken des gegebenen Dreiecks nach dem Um- 
fang des gegebenen Kreises. (Eine andere Lösung gibt die Über- 
legung, daß der Mittelpuuktswinkel das Doppelte des zugehörigen 
Umfangswinkels ist.) 

2« Soll in eine vorliegende Figur eine andere von gegebener Form 
so eingezeichnet werden, daß zwei bestimmte Punkte der letzteren auf 
zwei bestimmte Gerade der ersteren fallen und außerdem noch weitere 
Punkte sich decken, so nimmt man den Schnittpunkt beider Geraden als 
Ä.-Punkt, zeichnet eine der zweiten Figur ähnliche so ein, daß die be- 
treffenden Punkte auf beide Gerade fallen; hierauf entwirft man von 
diesem Ä.-Punkt aus ein Bild dieser eingezeichneten Figur, das auch den 
weiteren Bedingungen der Aufgabe genügt. 

Aufgabe: a) In ein Dreieck ABC ist ein Quadrat zu zeichnen, 
so daß dessen Ecken auf den Seiten des Dreiecks liegen. — Man 
zeichnet zuerst ein Hilfsquadrat L^M^J^K^, 
so daß Li auf AB, K^ und J^ auf AC l\. 

fällt; dann ist A der' Ähnlichkeitspunkt / ^vtlt / 

für dieses und das gesuchte Quadrat, und J 

der Strahl AM^ ergibt das Eck M auf BC, ^ 
— Für dieselbe Lage von LMJK könnte j\ 
auch B als Ähnlichkeitspunkt gewählt und ^vir j j v 

das Hilfsquadrat über AC nach außen hin * ^ _ 

gezeichnet werden. 

b) Es ist ein Kreis zu zeichnen, der durch einen Punkt P geht 
und zwei gegebene Gerade a und h berührt (vgl. § 10, 3b). Man 
zeichnet einen Kreis Jlf , der a und h berührt. Ein Strahl vom Schnitt- 
punkt 8 der beiden Geraden nach dem Punkt P treffe jenen Kreis in 
Pj und P^; jeder dieser Punkte kann dann als Bild von P aufgefaßt 
werden. Man zieht also die Halbmesser nach diesen Punkten und 
durch P Parallele zu letzteren; diese Parallelen schneiden die Winkel- 
halbierende w zyji ah in. den Mittelpunkten der gesuchten Kreise. 
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c) Auf dieselbe Lösung fuhrt die Aufgabe: Auf einer GeradeiT m; 
ist ein Punkt zu bestimmen, der von einem gegebenen Punkt P und 
einer Geraden a den gleichen Abstand hat. 

d) Sollen die Abstände des fraglichen Punktes auf w von P 
und a in dem gegebenen Verhältnis p : q stehen, so trägt man die 
Strecke XM = q senkrecht zu a in den Winkel aw und beschreibt von 
M (auf «(;) den Kreis mit dem Halbmesser ^; auf diesem Kreis bestimmt 
man das Bild P^ des Punktes P zum Schnittpunkt von aw als A.- 
Punkt u. s. f. 

Auf diese Weise werden auch die Schnittpunkte einer Geraden mit 

einem Kegelschnitt bestimmt (gemäß § 25, 12). 

« 

3, Manchmal verlangt die Lösung einer Aufgabe, daß man durch 
einen Punkt 8 in eine gegebene Figur eine Gerade eintrage, von der die 
Figur eine Strecke begrenzt, deren Teilverhältnis durch jenen Punkt ein 
bestimmtes ± i> : 3 ist. Man entwirft nun von dem Punkt S als Ahnlich- 
keitspunkt (und zwar als innerem für -\- p i q^ als äußerem für — p ' q) 
ein Bild zu demjenigen Teil der vorliegenden Figur, auf dem der q ent- 
sprechende Grenzpunkt der Strecke liegen soll, indem man das Verhältnis 
der Ähnlichkeitsstrahlen der neuen Figur zu denen der gegebenen = p : q 
nimmt; alsdann schneidet diese Hilfsfigur denjenigen Teil der gegebenen 
Figur, auf dem der Grenzpunkt der p entsprechenden Strecke liegen soll, 
eben in diesem fraglichen Punkte. — Für den Fall, daß der gegebene 
Punkt Mittelpunkt der Strecke sein soll, wird die Hilfsfigur gegengesetzt 
zu der gegebenen gezeichnet. 

Aufgaben: a) Durch einen Punkt S 
(Fig. 41) ist eine Gerade zu ziehen, die von 
zwei gegebenen Geraden a und b so begrenzt 
werden soll, daß die Strecke durch den Punkt S 
in einem gegebenen Verhältnis dz r : q geteilt 
wird. — Man trage SL = q (oder nq) nach b 
ab und auf dieser Geraden 8L^ (oder SL^) 
= r (oder nr) und ziehe durch den Endpunkt 
L^ (Xg) dieser Strecke die Parallele zu 5, so 
trifft diese a im fraglichen Punkt X^ (Zj) . 

b) Von einem Punkt S (Fig. 42) ist durch einen gegebenen Kreis M 
eine Gerade so zu ziehen, daß ihre Sehne durch 8 im Verhältnis 
p : q geteilt wird. — Man bestimmt auf MS den Punkt M^ so, daß 
M^8 : 8M ^ p : q und zeichnet als Bild zu dem Kreis M mit S als Ähn- 
lichkeitspunkt den Kreis M^ ; dieser Kreis schneidet den gegebenen in den 
gesuchten Punkten X und X^. 

c) Man soll ein Dreieck zeichnen, von dem eine Seite a, deren Gegen- 
winkel a und die Schwerlinie m^ einer zweiten Seite gegeben ist. — Man 
beschreibt umBC=a (Fig. 43) einen Kreisbogen Jf, der den Winkel a 
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als ümfangswinkel faßt und um B den Kreis mit m^ als Halbmesser; dann 
muß noch die Strecke B^A der fraglichen Seite CA zwischen beiden 
Kreisen durch C im Verhältnis — \ geteilt werden. Man zeichnet daher 



^ 



r^:^ 



M, 





a 



m 




-B 



2 



Fig. 42. 



Fig. 48. 



vom äußeren A.-Punkt G aus entweder das Bild des Kreises um M, dessen 
Halbmesser CM^ == ^ C-3f ist, und erhält so B^ auf dem Kreis um ^; — 
oder man zeichnet das Bild des Kreises um B^ dessen Mittelpunkt B^ 
durch CB^ = 2 CB erhalten wird und dessen Halbmesser =2BB^ ist, 
und erhält so A auf dem Kreis um M. 



IL Abschnitt. 

Zusammengesetzte Verhältnisse bei der Abbildung 

mit einer Bildachse. 



Viertes Kapitel. 

Abbildung der Strecke und ihrer barmonischen Punkte. Anwendung 
auf das Dreiseit, Viereck und Vierseit und das Sechseck im Kreis. 

§ 14. Der Zweistrahl mit nicht parallelen Geraden. 

Das Dreiseit mit den Schnittpunkten einer Geraden nnd mit den 

Eckstrahlen eines Pnnktes. Das Sechseck im Kreis. 

1« Wenn von einem Strahlpunkt S die Punkte einer Geraden AB 
auf eine sie schneidende Gerade A^B durch Strahlen abgebildet werden, 
und wenn S außerhalb AA^ liegt, so werden die Punkte X innerhalb AB 
auch innerhalb A^B in X^ abgebildet (Fig. 44a) und die Punkte außer- 
halb ebenfalls so (6) . Liegt dagegen S innerhalb A A^ (Fig. 44, c und d\ 
so werden innere Punkte X von AB außerhalb A^B abgebildet und um- 
gekehrt. Dabei bleibt aber in einer solchen Figur das Verhältnis der 
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ÄX A X 

Teil Verhältnisse -^r^ : J^ ^^ oder das Doppelverhältnis beider Tei- 

lungen unverändert für jede Lage des Punktpaares XX^, nämlich = — -^-j- 




B J^ 



a. 




B>. 



Flg. 44. 



a) Die Strecken von einem Pirnkt und von seinem Büd his zum Schnitt- 

pmikt ihrer Geraden werden durch jeden hetiebigen Strahl des Strählpwnktes 

in unverändertem Doppelverhälfnis geteilt. Dieses ist entgegengesetzt dem 

Verhältnis^ in dem die Strecke des Punktes und seines Bildes vom StraM- 

pu/nkt geteilt wird. 

Dem im folgenden gegebenen Beweis dieses Satzes fügen wir in b) 
die ältere und gebräuchlichere Fassung des Satzes bei. 

Man zeichnein dem Dreieck J[jBJ.i mit der Schnittgeraden 
SXX^ die Gerade BCISXX^, dann ergibt sich: 

. AX:XB=^A8:8C, Ä^X^: X,B =^ Ä,S : SC, 
., AX A,X AS 

«^^>* xb'x^^-^A' 

Diese Gleichung Taßt sich umformen in die folgende: 

d. h.: 



XB JBXj A^ _ _ . 

'^ SA '^ ^' 



AX X^A^ 

b) Die Seiten eines Dreiecks werden du/rch die Schnittpunkte einer 
Geraden so geteilt^ daß das Produkt aus den drei der Reihe nach ge- 
nommenen Teilverhältnissen = — 1 ist. (Satz von Menelaos, 80 n. Ch.) 

2. Nehmen wir umgekehrt an, es seien auf den Seiten des Drei- 
ecks ABÄ^ die drei Punkte X, X^ und S so gewählt, daß 

AX BX^ A^ ^ _ . 
X-Ö* Xi^i ' SA '^ ^' 

so liegen die drei Punkte X, X^, 8 auf einer Geraden. Denn würde 
ÄX die Gerade Ä^B in X^ treffen, so wäre nach 1: 

AX B Xj Ai S 



XB Xj^i SA 



^-1, 
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Bomit müßte 









sein, d. h. X^ muß mit Xg zusammenfallen (S. 13, §5, i). Also: 

Wenn die drei Seiten eines DreiecJcs durch drei Teilpunlcte so ge- 
teilt werden, daß das ProduM aus den dreien der Beihe nach genom- 
menen Teüverhältnissen = — 1 ist, so liegen die drei Punicte auf einer 
Gnaden, 

3. Wenn zum Beispiel in Fig. 37 (S. 35) die Halbmesser der drei 
Kreise r^, r^, r^ sind, so ist: 






also 















r. 



= -1, 



S,M, S,M, S,M, 

woraus sofort der Satz von den Ä.-Punkten dreier Kreise (S. 35, § 12,4) 
folgt. 

4. Wenn von einem Punkt S ein Dreistrahl durch die Ecken 
eines Dreiecks ^JBC gelegt wird, so ergibt sich für das Dreieck 
ÄBA^ mit der Schnittgeraden 
C/SCi nach Ib: 

ÄC^ BC^ Ai8_ ^ _ . 
Ci B' CA^^ SÄ 

und für A AÄ^C mit BSB^: 

Äi_B CB^ AS ^ _ ^ 

^C ' B^A ' SA^ ' 

woraus durch Vervielfachung 
beider Gleichungen folgt: 

ACj^ BA^ CB^ 




Fig. 45. 



= + 1; 



d. h.: 



C^B A^G ' B^A 

In einem Dreieck teilen die Geraden von einem Punkt nach den 
Ecken die Seiten so, daß das Produkt aus den drei der Reihe nach 
genommenen TeilverhMtnissen == + 1 ist. (Satz von Ceva 1678.) 

6. Umgekehrt gilt: 

Wenn in einem Dreieck drei Punkte die Seiten so teilen, daß das 
Produkt aus den drei der Beihe nach genommenen TeilverhMtnissen 
= + 1 ist, so schneiden einander die Eckstrahlen dieser Punkte in 
einem einzigen Punkt 

Denn wenn ^ • 5^7 ' 1^ = + ^ ''^' ""^^ ^®°'' ^^' "^"^^ ^^' 
einander in S schneiden, während AS die Seite BG in A^ treffe, so 

wäre (nach 4) auch: ^^J * jf^ * ^ = + 1^ ^«^ ^^^^ ^^C' == aVG> 
d. h. A^ muß auf JL^ fallen (S. 13, § 5, i). 
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6. Hieraus ergeben sich die nachfolgenden Sätze über die 
besonderen Punkte des Dreiecks: 

a) Die drei Seh wer Uni en eines Dreiecks gehen durch einen Punkte 
den Schwerpunkt 

Denn hier ist jedes Teilverhältnis der Seiten = + 1 . 

b) Die Halbierenden der Innenwinkel eines Dreiecks gehen 
durch einen Punkt, ebenso die Halbierenden der Außenwinkel zweier 
Ecken und des Innenwinkels der dritten Ecke. 

Denn nach § 7, 2 (S. 20) verhält sich hier: 

ÄC^:C^B = AC:CB, BÄ^:Ä^C=^BA:AC, CB^:B^A==CB:BA, 

wobei die Vervielfachung der rechts stehenden Verhältnisse den Wert 
+ 1 gibt. 

c) Die Höhen eines Dreiecks schneiden einander in einem Punkt, 
Denn hier liegen je zwei Höhen gewendet parallel im Zweistrahl 

ihrer Grundseiten, so daß 

AC^^AB = AB^'AC, BA^BC^BC^BA, CB^CA^CA^CB, 

Das Produkt der drei linken Seiten ist gleich dem der drei rechten, 
also ist das Verhältnis beider Produkte = + 1 . 

d) Die Eckstrahlen eines Dreiecks nach den Berührungs- 
punkten eines ein- oder anbeschriebenen Kreises gehen durch einen Punkt 

Dies folgt aus der Gleichheit der beiden Berührenden von einem 
Punkt an einen Kreis. 

7. Durch 6 beliebige Punkte eines Kreises läßt sich ein Dreiseit 23, 
45, 61 oder QSB legen, in dem die drei übrigen Seiten 12, 34 und 56 




Fig. 46. 



Schnittgeraden sind; für diese ergibt der Satz von Menelaos; 
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§2 



SÄ 


Bi 


AB 


1« 


BC 


Ö3 


CQ' 


3S 


QB 


55 


BS 


5B 



2S 

54 
4JK 

Bß 



=- — 1 

= 1 

= - 1 



60 

Vervielfacht man die Produkte miteinander und streicht folgende 
gleiche Produkte im Zahler und Nenner: 

Bl ' B6 ^4^R' 5B 

Q2'Q3^1Q'6Q 

54 • 55 = 25 . 35, 

kl -u^ S^ ^C QB . 

so bleibt: ÄB'CQ'BS--^^ 

woraus nach der Umkehrung des Satzes von Menelaos (2) folgt, daß Ay ByC 
auf einer Geraden liegen. 

In jedem Sehnensechseck eines Kreises schneiden sich die Gegenseiten in 
3 Ptmkten einer Geraden, (Satz von Pascal, 1640.) Vgl. S. 36, §12,7. 

Der Satz gilt für jede beliebige Ordnung der Punkte, z. B. folgt für 
das Sechseck 45 16 23 die Pascalsche Gerade A'B'G. 

§ 15. Vier harmonische Punkte und ihre Bilder. 

1. Für alle Punkte einer Geraden A^ QB^ (Fig. 47) erhält man 
durcli Bestrahlung von einem Punkt S auf einer zweiten Geraden 
Bildpunkte AQB mit Ausnahme des 

Punktes J?^ auf dem Strahl SB^ \ AB, 
Je mehr ein Punkt auf A^B^ sich 
dem Punkt B^ nähert, desto weiter 
rückt sein Bild auf AB hinaus, und 
zwar rückt bei der Annäherung in 
der Richtung B^B^ das Büd in der 
Richtung AB über B weiter hinaus; ^i 
bei der Annäherung an B^ von der ' j,. ^^ 

entgegengesetzten Seite rückt es in 

der Richtung BA über A hinaus. Der Punkt B^, der durch den paral- 
lelen Strahl zu AB erhalten wird, heißt der Fluchtpunkt zu 
AB oder das Bild des unendlich fernen Punktes von AB. 

2. Geht man auf AB von A aus um gleiche Strecken weiter, 
AQ = QB, so werden die Bilder dieser Strecken gegen den Flucht- 
punkt hin immer kleiner. Es verhält sich nämlich im Zweistrahl 
von A^ und von B^: 

A^Q _AQ__ QB _ QB, 
A^B^ SB, SB, B,~B,' 
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also auch 



Femer folgt: 



A Q A -Bi 



QB, 



AQ 



>1, 






Für irgend eine Parallele zu A^B^ gilt (nach S. 15, §5,2) das 
gleiche, also für alle Bilder von AQBB^, d. h. (nach § 7,3): 

a) Bas Bild einer Strecke wird durch das Bild ihres MittelpunJctes 
und durch den FluchtpunM (das Bild des unendlich fernen Punktes) 
harmonisch geteilt. 

Und umgekehrt: wenn Ä^QB^E^ vier harmonische Punkte sind, 
und wenn B^ als Fluchtpunkt angenommen wird, d. h. AB \\ 8B^, so 
folgt, daß ^Ö= QB ist, d. h.: 

b) Fällt im Bild von vier harmonischen Punkten ein Punkt in 
unendliche Entfernung^ so fällt das Bild des zugeordneten Punktes in 
die Mitte der Bilder der beiden andern Punkte^ und umgekehrt. (Vgl. 
S. 22, § 7, s). Da nämlich auch QR^ durch A^B^ harmonisch geteilt 
wird (S. 21, § 7, 3a), so gilt das gleiche auch für die Punkte A^ und B^. 

3. Hiemach läßt sich die Aufgabe leicht lösen: Zu einem Teü- 
punkt Q einer Strecke AB den harmonisch zugeordneten Punkt R zu 
finden. Man zieht durch A oder B oder Q eine Gerade, auf der man 
nach einerlei Richtung oder nach den Gegenrichtungen zwei gleiche 
Strecken aufträgt. Dann kann man A und B entweder als die Bilder 
der Grenzpunkte dieser Doppelstrecke und zugleich Q als Bild des 
Mittelpunktes oder des unendlich fernen Punktes auffassen (oder um- 
gekehrt). Man erhält durch Verbindung der Punkte mit ihren Bildern 
den Strahlpunkt, von dem aus man auf die Gerade AB den noch 
übrigen der vier Punkte abbildet. 

Folgende Figuren stellen einige solcher Lösungsarten dar. 




Fig. 48. 



In Fig. 48a ist z. B. (nach S. 40, § 14, ib) für A ABB^ mit 
SQQi als Schnittgerade: 

AQ BS^ B,Q, ^ . 
QB'8B/Q,ä 
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woraus für B^Q^ ^ Q^A folgt: 

AQ B^S 



QB 



SB 



AB 
BB 



4. Vier Strahlen durch vier harmonische Punkte, wie (Fig. 47) 
aqbr durch Ä^QB^R^, nennt man vier harmonische Strahlen; 
dabei heißen einander (harmonisch) zugeordnet die Strahlen q 
und r, ebenso a und b. 

Legt man durch solche vier Strahlen eine Gerade parallel zu 
einem Strahl, etwa ÄQB\\rj so wird (nach 2b) ÄQ= QB, und jede 
weitere Gerade durch die Strahlen wird in harmonischen Punkten 
getroffen (nach 2 a), da diese nun ein Bild von AQBB^ sind. 
Daraus folgt: 

Jedes Bild von vier ha/rmoniscJien Punkten gibt wieder vier ha/r- 
moniscJie PunMe, 

6. Liegen (Fig. 49) die Punkte A^Q^B^ mit AQB von S aus 
bestrahlt, so muß der Strahl des zu Q zu- 
geordneten Punktes B auch den zu Q^ zu- 
geordneten Punkt R^ treffen, da dieser Punkt 
das Bild von R sein muß; also 

Wenn drei Punkte einer Geraden mit 
drei solchen auf d/rei Strahlen eines Punktes 
liegen, so liegen die Punkte, die den Punkten "-^ ^ 

eines Strahles harmonisch zugeordnet sind, 
auf einem vierten Strahl. 

6. Hieraus folgt, daß es zu drei beliebigen Strahlen aqb nur 
einen Strahl r gibt, der dem* Strahl Q zugeordnet ist, da auf diesem 
Strahl alle vierten harmonischen Punkte von beliebigen eingelegten 
Punktreihen liegen müssen. Also: 

Zu einem Teilstrahl eines Winkels gibt es nur einen ha/rmonisch 
zugeordneten Strahl, 

7. Wenn die Strahlen aqh und a^q^h^ einander auf der Geraden 
AQB schneiden, so muß der zu Q zugeordnete 
Punkt R sowohl auf dem q zugeordneten Strahl r , 
als dem q^ zugeordneten Strahl r^ liegen, d. h.: 

Wenn drei Strahlen eines Pimktes mit drei 
anderen solchen sich in drei Pu/nkten einer Geraden 
schneiden, so schneidet sich das Strahlenpaar, 
das den Sirahlen eines Schnittpunktes harmonisch 
zugeordnet ist, in einem vierten Punkt der Ge- 
raden, 




Fig. 49. 




Fig. 50. 



8. Aus §7,5 (S. 21) folgt: 
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a) Im Schnittpunkt zweier Geraden sind die beiden Winkelr 
halbierenden dieser Geraden einander harmonisch zugeordnet 

Umgekehrt: Wenn der Strahl g J_ r ist, so ist dem im Winkel 
qr liegenden Strahl h nur ein Strahl a zugeordnet, für welchen 
-^aq = qb ist; also: 

b) Wenn zwei harmonisch zugeordnete Strahlen senk/recht zueinander 
sind, so halbiert jeder det^selben einen Winkel der beiden anderen Strahlen. 

§ 16. Harmonisehe Pnnkte nnd Strahlen im vollständigen 

Vierseit und Viereck. 



1. Vier Gerade, von denen 
keine drei durch denselben Punkt 
gehen, die also einander in sechs 
Punkten schneiden, bilden ein 
vollständiges Vierseit. 



1'. Vier Punkte, von denen 
keine drei in derselben Geraden 
liegen, die also durch sechs Ge- 
rade verbunden sind, bilden ein 
vollständiges Viereck. 




Fig. 61. 



Fig. 62. 



z. B. die Geraden a, b, c, d, wo ein- 
ander schneiden 



ab in A, 
cd in C, 
ac in E, 
Die Figur hat 



bc in J5, 

da in D, 

bd in F, 

drei Paar Gegen- 



ecken ^, C; B, D'^Eyl] deren Ver- 
bindungsgeraden g, 5, r heißen 
Nebenseiten (Eckenlinien oder 
Diagonalen). 

Das vollständige Vierseit enthält 
drei (einfache) Vierseite, nämlich 
das gewöhnliche acbd und die 



z. B. die Punkte A, B, C, D, wo die 
Verbindungsgeraden sind 



AB oder a, 
CD oder c. 



AG oder e, 



BC oder b, 
DA oder d, 
BD oder f. 

Die Figur hat drei Paar Gegen- 
seiten a, c; bj d'j e, /*; deren Durch- 
schnittspunkte Q, S, R heißen 
Nebenecken. 

Das vollständige Viereck enthält 
drei (einfache) Vierecke, nämlich 
das gewöhnliche ABCD und 
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zwei sog. überschlagenen abcd 
und adbc, (Fig. 53.) 



die zwei sog. Sberachlagenen 
ÄDBC, ACDB, (Fig. 54.) 






Fig. 54. 



2'. (Fig. 52.) Die drei Strahlen asc 
von Q werden erstens auf J.D von den 
drei Strahlen es f von B geschnitten; da- 
her muß (nach § 15, 7) das zu s zu- 
geordnete Strahlenpaar r und q sich 
in einem Punkt von AD schneiden. 
Zweitens treffen beide Strahlenpaare 
auch auf BC in der Ordnung asc 
und fse zusammen; daher muß das 
s zugeordnete Strahlenpaar ebenfalls 
durch einen einzigen Punkt von BG 
gehen, also durch den Schnittpunkt 
von AD und BG. Also sind QB 
und QS zugeordnete Strahlen in Be- 
zug auf ac. 

Jeder Nebeneckwinkel ( Wmkel 

zweier Gegenseiten) eines vollständigen 

Vierecks wird durch die Strählen nach 

den andern Nebenecken harmonisch 

geteilt. 

Das erstere folgt auch daraus, daß im AABC (Fig. 51) mit den 

Eckstrahlen von D die folgende Gleichheit gilt: 

AB CE BF ^ 



2. (Fig. 51). Die drei Punkte /SC J. 
auf g liegen erstens von D aus be- 
strahlt mit SFE auf r; daher muß 
(nach § 15; 5) das zu /S zugeordnete 
Punktpaar B und Q auf einem Strahl 
durch D liegen. Zweitens liegen 
beide Punktreihen auch von B aus 
bestrahlt in der Ordnung 8EF 
und SGA] daher muß das S zu- 
geordnete Punktpaar Q R auch 
auf einem Strahl durch B Legen. 
Somit liegen Q und R mit B 
und D auf einer Geraden. FE 
wird durch BD und AC harmo- 
nisch geteilt. 

Jede Nebenseite (der Abstand 
zweier Gegenecken) eines vollstän- 
digen Viersdts wird durch die 
Schnittpunkte mit den beiden andern 
Nebenseiten harmonisch geteilt 



BG EB FA 



und im selben Dreieck mit der Schnittgeraden EFi 



AS 
SC 



so daß also: 



AB 



CE 
EB 

AS 



BF 

FA" ' 



Der 



BC SC ' 

Satz 2' folgt aus 2, da im Vierseit ABGD (Fig. 52) die 



Nebenseite BD durch B und durch den Schnittpunkt von r harmonisch 
geteilt wird, wonach ascr vier harmonische Strahlen sind. 
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3. Hiermit ist ein Mittel gegeben, die folgenden zwei Aufgaben 
nur mit dem Lineal zu lösen (vgl. § 15,3): 



a) Zm einer gegebenen Strecke AG 
und ihrem TeüpunM R den zuge- 
ordneten Funkt S zu zeichnen. 

Auf einer Geraden s durch R 



2I) Zai einem gegebenen Winkel 
ac und seinem Teilstrahl r den zu- 
geordneten Strahl s zu zeichnen. 

Durch einen Punkt S auf r zieht 



verbindet man zwei Punkte J9 und | man zwei Gerade 5 und d und ver- 
D sowohl mit A bÜb C durch Ge- bindet deren Schnittpunkte mit a 
rade. Die Verbindungsgerade r der und c untereinander. Der Schnitt- 
Schnittpunkte dieser letzteren Ge- punkt B dieser Verbindungsgeraden 
raden geht dann durch den frag- \ liegt dann auf dem fraglichen Strahl s . 
liehen Punkt S. . . 



§17. Harmonische Pnnkte nnd Strahlen im Kreis. Pol nnd Polare, 

Viereck, Vierseit und Sechsseit des Kreises. 

1. Zwei Punkte BB^y die einen Kreisdurchmesser AA^ har- 
monisch teilen, heißen harmonisch zugeordnete Pole des Ejreises; 
die Senkrechte B^B^ zum Durchmesser in einem der Punkte heißt die 
Polare des andern Punktes B; dieser heißt der Pol der Senkrechten. 




::^ 



Fig. 55. 




Für die nach den vier harmonischen Punkten AB A^ß^ ge- 
zogenen Strahlen eines Scheitels S, der auf der Kreislinie liegt, ist 
nun SA ± SA^-, somit nach § 15,8b (S. 46) ^B^SA = ASB, 

Daher ist nach § 7, 2 (S. 20) 

SB:SB^ = BAiAB^. 

Umgekehrt: Nehmen wir au, irgend ein Punkt S der Ebene liege so, 
daß SB : SB^ = BA : ABj^, dann ist SA die Winkelhalbierende zu BSB^, 
da nur ein Strahl von S die Strecke BB^ in dem Verhältnis der Seiten 
SB und SB^ teilt. Der zu SA harmonische Strahl SA^ ist dann senk- 
recht zu SA^ ^ASA^ = B] also liegt S auf dem Kreis um AA^. 

Der Ort der Punkte S, deren Abstände von den Grenzpunkten einer 



§ 17. Harmonische Pankte und Strahlen. 
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Strecke BB^ ein bestimmtes Verhältnis haben, ist der Kreis, von dem die 
Grenzpimkte eines Durchmessers ÄÄ^ die Strecke im selben VerhäHnis har- 
monisch teilen. (Kreis des Apollonius, etwa 220 v. Chr.). 

2. Da -^a = ß ist, so ist auch Bogen AS^^ ÄS^, und der 
Durchmesser AA^ ist Mittellinie zu S^S^ (I. Teil § 27, öc) und halbiert 
als solche auch den Winkel S^ B^ S^ . Daher gehen auch von B^ vier 
harmonische Strahlen aus, und SBS^B^ sind vier harmonische Punkte 
auf dem beliebigen Strahl SS^ durch B. 

a) Die Sehnen auf den Strahlen eines Punktes nach einem Kreis 
werden durch den Punkt und seine Polare harmonisch geteilt; 

— oder, da der einem Punkt harmonisch zugeordnete Punkt eindeutig 
bestimmt ist: 

b) Der einem Teilpunkt einer Sehne harmonisch zugeordnete Punkt 
liegt auf der Polare des Teilpunktes. 

3. Ist JB ein Punkt außerhalb 
eines Kreisjös, SS^ dessen Berührungs- 
sehne, so ist der Durchmesser AA^j 
der von B aus gezogen ist, die Mittel- 
linie zu SSi (I. Teil § 27, 5c), also Bogen 
SA^ÄS^ und ^ a = *. Da noch 
^ ASA^ = B, so sind die Strahlen von 
S nach BAB^A^ vier harmonische Strah- 
len, und B und B^ sind harmonisch zu- 
geordnete Pole, d. h.: 




Fig. 56. 



a) Die Polare eines Punktes 
außerhalb des Kreises ist die Beruh- 
rungssehne seiner Berührenden, 



sf) Der Pol zu einer Sehne ist 
der Schnittpunkt der in ihren Grenz- 
punkten Berührenden. 



Wenn Pol oder Polare sich mehr und mehr der Kreislinie nähern, 
so folgt schließlich (vgl. S. 22, § 7,8): 

b) Die Polare eines Punktes der b') Der Pol einer Berührenden des 



Kreislinie ist dessen Berührende. 



Kreises ist deren Berührungsp^mkt. 



Je näher dagegen Pol oder Polare gegen den Mittelpunkt rückt, 
desto weiter rücken deren zugeordnete Stücke hinaus. Da einem 
Punkt oder einer Geraden immer nur ein solches zugeordnetes Stück 
entspricht, so gebraucht man auch für den Mittelpunkt und irgend 
einen Durchmesser die folgende Redeweise: 



c) Die Polare des Mittelpunkts 
ist die unendlich ferne Gerade der 
Ebene. 

Denn alle Durchmesser werden 
im Mittelpunkt halbiert; die zuge- 



c') Der Pol eines Durchmessers 
ist der unendlich ferne Punkt der zum 
Durchmesser senkrechten Geraden. 

Denn alle zu dem Durchmesser 
senkrechten Sehnen werden durch 



Henrici u. Treutlein, Lehrb. d. Elem.-Geometrie. II. 8. Aufl. 



50 IV. Kap. Äbbitdimg der atrocke und ihrer, harmonischen Punkte. 



ordneten Punkte liegen somit in 
HnendlicherEntfermmg(S.22,§ 7, s). 



diesen halbiert; die zugeordneten. 
Funkte sind also in unendlicher 
Entfernung in der zum Durch- 
messer senkrechten Richtung. 



4. Zwei Strahlen von einem Punkt B oder Q nach einem Kreis 
bestimmen durch ihre Schnittpunkte ein 
vollständiges Viereck j1£CZ>. Seine Sehnen 
bilden ein Vierseit ABCD, in dem die 
Neben Seiten CA und BD durch fi und 
die Nebenseite S^harmonisch geteilt werden;- 
daher ist SO Polare zu J5. Von 5 (oder ^) 
gehen nun vier harmonische Strahlen nach 
diesen harmonischen Punkten, die auch die 
- Strahlen von Q (oder S) harmonisch teilen; 
daher ist SR Polare zu Q (^BPolare zu S). 
Dies fo^t auch unmittelbar aus dem Vier- 
seit ABSO {ABDü). Die Punkte BQS 
Fig 57 sind aber Nebenecken im Viereck ABCD', 

also gilt: 

In jedem Sehnenviereck ist ein Nebeneck der Pol zitr Verhindungs- . 
geraden der beiden andern Nebenecken. 

Dies kann man mit Rücksicht auf 3a 
benutzen zur Lösung der Aufgabe: 

Die Berührungspunkte der von einem 
gegebene, Punkt Q aas an eitlen Kreis gehenden 
Berührenden nur mit dem Lineal zu finden; 
man zieht (Fig. 57) Q AB und QDC beliebig 
und zeichnet BS, — oder man zieht noch 
(Fig. 58) eine dritte Gerade QXY und 




leiehnet BT. 



Polare des Punktes A, 




Geraden AB. Also ergeben sich die Sätze: 



h die des Punktes B ist, 
und wenn S der Schnitt- 
punkt beider Polaren, so 
liegen auf den Geraden 
SA und SB je vier har- 
. monieche Punkte, von 
l und B ZM S 
zugeordnet sind. Daher 
gehören j1 und .B der 
Polare zu S an (2b), 
und S ist der Pol der 
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a) Die Polaren zu den Punkten 
einer Geraden schneiden einander 
im Pol der Geraden. 



a') Die Pole jsu den Strahlen 
eines Punktes liegen auf der Polare 
des Pmhktes. 



In Verbindung mit 3a und 3a' heißt dies: 

b) Zieht man von den Punkten b') Zieht man zu den Strahlen eine^ 
einer Geraden je die beiden Berühr Punktes je in den beiden Schnitt- > 
renden an den Kreis, so geht deren punkten mit dem Kreis die Berühr 
Berührungssehne stets durch den Pol renden, so liegt deren SchnittpunJct 



der Geraden. 



stets auf der Polare des Punktes. 



6. Diese Sätze begründen eine eigentümliche Beziehung zwischen 
Punktgebilden und Geradengebilden: Wird in der Ebene einer Figur ein 
beliebiger Kreis angenommen, und wird zu jedem Punkt der Figur die 
Polare, zu jeder ihrer Geraden der Pol bestimmt, so entsteht die zur 
ersteren Figur polare Figur; in gleicher Weise entsteht aus der letz- 
teren die erstere, so daß beide als wechselseitig polare Figuren 
(oder als reziproke Figuren) bezeichnet werden. 

Aus bekannten Eigenschaften der einen Figur lassen sich nun 
häufig gewisse Eigenschaften der anderen Figur erweisen. Eine solche 
Eigenschaft ist nun zimächst die auf die Lage bezügliche, daß einander 
jeweils Punkte einer Geraden und Strahlen eines Büschels ent- 
sprechen. 




Fig. 60. 



7. So gehört zu dem Sehnen viereck AB CD (Fig. 60) als polare 
Figur das berührende Vierseit ah cd (3 a); [den sechs Seiten des ersteren 
a^biCj^d^e^fi entsprechen polar die sechs Ecken Ä^B^C^DiE^F^ des letz- 
teren (3a')]. Den Nebenecken Q, B, 8 des ersteren müssen polar ent- 
sprechen die Nebenseiten ^ir^s^ des letzteren (5b'). Da aber die Polaren 
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zti QyB^S (nach 4) die Geraden BS^SQ^QB sind, so müssen diese Geraden 
mit Qir^^s^ zusanamenfallen^ m. a. W.: 

a) Von einem durch vier Pu/Me des Kreises bestimmten Sehnenviereck 
tmd berührenden Yierseit 



liegen je ewei Nebenecken des ersteren 
auf einer JSlebenseite des letzteren. 



schneiden einander je zwd Neiben- 
Seiten des letzteren in einem Nebeneck 
des ersteren. 

Damit ist auch der dem Satz 4 entsprechende gegeben: 
b) In jedem berührenden Vierseit ist eine Nebenseite die Polare zum 
Schnittpunkt der andern Nebenseiten. 

8. Dem Sechseck im Kreis 
entspricht polar das berüh- 
rende Sechsseit, dem Satz 
von Pascal (S. 36, § 12, 7 und 
S. 42, § 14, 7) der Satz von 
Brianchon (1806): 

Im BerühruMgssechsseit des Krei- 
ses gehen die Verbindungsgeraden 
der Gegenecken durch einen Bv/nkt. 
In dem berührenden Sechsseit 
(Fig. 6i)ÄBCDEF entsprechen 
die Verbindungsgeraden qrs der 
Gegenecken polar den Schnitt- 
punkten Q, B, S der Gegenseiten des Sechsecks A^B^G^Dy^E^F^ (^b)- 
Da die Punkte Q, B, S auf einer Geraden liegen, so müssen die Geraden 
q, r, s durch einen Punkt gehen, durch den Pol dieser Geraden (5 a). 

9« Die in §23,7 angegebenen Ableitungen aus den Sätzen von 
Pascal und Brianchon lassen sich auch hier schon anschließen. 




Fig. 61. 



Fünftes Kapitel. 

Abbildung beliebiger Punktreilieii und StraUenbüscIieL 

§ 18. Abbildung von Punktreihen. Das Doppelverhältnis. 

1. Werden die Punkte ÄBG einer Ge- 
raden durch ein Strahlenbüschel S auf eine 
zweite Gerade in A^B^G^ abgebildet, so 
nennt man beide Punktreihen gegenseitig be- 
strahlt oder perspektiv {ABG iß. A^B^^Ci). 
Wenn Punktreihen zweier Geraden in diese 
Lage gebracht werden können, heißen sie 
^ig- 62. ^ gegenseitig bestrahlbar oder projektiv 

(das Zeichen dafür ist: AB G 7\ A^B^G^). 




§18. Abbildung von Punktreihen» 
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Drei Punkte ABC einer Reihe können stets mit drei Strahlen eines 
Büschels ahc perspektiv gelegt werden, [entweder indem man jene in 
diese einlegt, oder indem man letztere an erstere anlegt. 



Im ersten Fall bestimmt man zu- 
nächst die Richtung der Strecke, in- 
dem man etwa auf dem Teilstrahl & 



A 



JB 







Fig. 63. 

die geteilte Strecke vom Scheitel nach 
SB^C^ abträgt und durch C^ die 
Cj Cg II a zieht; parallel zu B^ C^ ist 
dann die Strecke AC =^ A^C^ in den 
Winkel ac einzutragen. — Die Zeich- 
nung läßt sich in gleicher- Weise auf 
den Gegenstrahlen ausfuhren, nicht 
aber in einem anderen Abstand oder 
einer anderen Richtung, da gleich- 
geteilte Strecken im Dreistrahl paral- 
lel sind (S. 16, §5,4). 

Drei Pu/nkte ABC einer Geraden 
lassen sich stets in drei Gerade ahc 
eines Punktes legen, jedoch mir in 
zwei Lagen, für welche der Strahl- 
pwnkt Mittelpwnkt ist. 



Im zweiten Fall beschreibt man 
über AB und BC als Sehnen je 
einen Kreisbogen, der den Winkel 




Fig' 64. 

ab und bc faßt (I. Teü, § 34, 6); 
der Schnitt der Bögen ist dann Strahl- 
punkt — Die Zeichnung läßt sich in 
gleicher Weise auf der Gegenseite 
von ABO ausführen, so daß dann 
j4. (7 Mittellinie der Figur wird, nicht 
aber in irgend einer anderen Weise, 
da der Schnittpunkt der Kreise auf 
jeder Seite eindeutig bestimmt ist. 



Drei Gerade ahc ' eines Punktes 
lassen sich stets an drei Pimkte ABO 
einer Geraden legen, jedoch nur in 
zwei Lagen, für welche die Gerade 
Mittdlinie ist. 



2. Drei Punkte A^B^C^ einer zweiten Geraden lassen sich dann mit 
der ersten Punktreihe ABC in denselben Büschel legen. Also: 

Drei Punkte einer Geraden können stets als 
Büd dreier beliebigen Punkte einer zweiten Ge- 
raden betrachtet werden; sie liegen gegenseitig 
bestrahlt, wenn ein Punkt mit seinem Bild zu- 
sammenfällt 

Denn wenn B auf B^ fällt, so erhält man 
als Strahlpunkt S den Schnittpunkt von AA^ 
und CG^. Fig. 65. 
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8. Wenn Ä^X^B^ das Bild von AXB ist und C der Schnittpunkt 
beider Geraden, so iöt (nach S. 40, § 14, la): 

AX A^X^ AS_ BX B,X^ ^ __ ?J 

XC 'X^C ~ SA^ ' XC ' Xi C SB^ ' 

somit folgt durch Teilung: 

AX A^X^ ^ AS ^ BS 
XB ' X^B^~ SA^ ' SB^ ' 

Bei einer Strecke wnd ihrem BUd \hleiht das 
jf V ^-^ Doppelverhältnis für jeden TeüpmM wnd sein Bild 

das gleiche — und zwar gleich dem Doppelverhältnis, 
in dem der StrahlpimM (8) die Strecke zwischen 
den Anfangspunkten (AA^ rnid die zwischen den Endptmkten (BB-J teilt. 

4« Wenn A^B^C^D^ das Bild von AB CD ist, so kann man die Strecke 
AC als durch B und D geteilt ansehen, ebenso A^C^ geteilt durch B^ 
und D^; dann ist: 




Fig. 66. 




AB 
BC 
oder 



A^B^ _ / AS C^S\ _ AD^ A^D^ 
Bi C, "" \SA, ' SCJ "~ DC ' Ä Ci 



AB AD 



^A,B,,A^ 



Fig. 67. 



BC ' DC B^C^ ' D^C^ 

Das Doppelverhältnis einer zweifach geteilten 
Strecke bleibt in jedem Bild der Strecke und 
ihrer Teüpu/nkte u/nverändert*, 

5. Umgekehrt: Man nimmt an, vier Punkte AB CD einer Reihe 
imd vier Punkte A^ B^ C^ D^ einer zweiten Reihe " (die nicht mit ersterer 
in einem Büschel liegt) haben solche Abstände und Lage, daß: 

AB AD A^B^ 4iA 
BC • DC " B^C^ ' D^C^' 

Dann lassen sich jiJ5(7und -^jJ^^C^ (nach l) in einen Strahlenbüschel abc 
legen. Wäre dann in diesem Strahlenbüschel X das Bild von D, so 

müßte ^.^^^ 4^1 . AÄ -..- ...~ AX _ A A 



sein, also 



woraus 



BC * DC B^C^ • XCi " — ' "'^'^^ XCi AC'i' 
folgt, daß X auf Dl fällt (S. 15, § 5, i). Hieraus ergeben sich die Sätze: 
a) Wenn das Dqppelverhältnis einer zweifach geteilten Strecke über- 
einstimmt mit dem einer andern solchen, so ist die eine Punktreihe ein BUd 
der a/nderen. 



*) In einem Strahlenbüschel ab cd und seinem Bild a^b^c^d^ gilt die ent- 
sprechende Gleichung für die Sinus der Winkel, nämlich: 

sin (ab) sin (ad) sin (a^ b^ sin (a^ d^) 

SLQ (bc ' sin {de) sin (b^ Ci) ' sin (d^ c^) ' 

wie sich aas dem Sinussatz ableiten läßt: Hiernach können die Sätze von den 
Strahlenbüscheln (§ 19) unabhängig von denen der Punktreihen abgeleitet werden. 



. § 19. Abbildung von Strahlenbüsobeln. 
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b) Wenn zu 3 Punkten einer Geraden 3 solche als Büder gewählt 
sind^ so ist zu jedem weiteren Pmikt das Büd emdeuäg bestimmt, nämlich 
dwrch das Doppelverhältnis der Teilungen. 

c) Eine Ptmktreihe u/nd ihr Bild liegen in einem StraMenhüsehel, wenn 
dies für drei entsprechende Paare der FaU ist (insbesondere, wenn ein 
Punkt sein Bild deckt). 

Denn legt man (nach 1) drei Punkte des Bildes Ä^B^Oi in den 
Büschel 8 der Panktreihe AB CD ein, so bestimmt die Gerade dieser 
Punkte A^B^C^ ein Bild in dem Büschel, das mit dem gegebenen Bild 
A^B^C^D^ übereinstimmt (b). 

Hiermit ist auch bewiesen: ^ 

d) Das Bild einer Punktreihe kann in jedes Strahlenhiischel der Punkt- 
reihe eingelegt werden, 

§ 19. Abbildung von Strahleiibfisehelii. 

1. Wie eine Punktreihe dann ein Bild einer anderen genannt wird, 
wenn beide. in ein Striahlenbüschel eingelegt werden können, so heißt ein 
Strahlenbüschel ein (projektives A) Bild eines andern, wenn beide 
so durch eine Punktreihe gelegt werden können, 
daß die Strahlen einander paarweis auf 
der Geraden, der Bildachse, achneiden 
(vgl. §21,2). 

In Fig. 68 ist a^\Ci ein Bild von ahc, 
S (ahc) J\ S (%2>iCi); sie liegen auch per- 
spektiv (p^ zu der Bildachse r [a&cp. a^ftiCi]. 

2. Zunächst gilt für die Beziehung des 
Strahlenbüschels zur Punktreihe: 

Wenn eine Punktreihe von einem Strahlenbüschel bestrahlbar sein soll^ 
so körnten drei beliebige Punkte u/nd drei beliebige Strahlen einander zu- 
geordnet werden; dann sind die übrigen Elemente des einen Gebildes durch 
die des anderen ei/ndeutig bestimmt. 




Plg. 68. 





Fig. 69. 1 . Fig. 70. 

Nach § 18, 1 kann man nämlich j Nach § 18, l' kann man nämlich 
in die drei Strahlen abc des Büschels ! durch die drei . Punkte ABC der 
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ah cd die drei Piinkte A^B^C^ einer 
Geraden zwar in zwei Lagen A^B^ C^ 
und A^B^C^ einlegen, aber für 
beide Lagen ist der Strahlpiinkt 
Mittelpunkt. Daher stimmen die 
beiden Punktreihen vollkommen über- 
ein. Von einer andern- Punktreihe 
AB CD im Büschel ah cd stimmt 
schon ABC nicht mit A^ B^ C^ überein. 



Eeüie AB CD die drei Strahlen a^h^ c^ 
eines Punktes zwar von zwei Punkten 
8^ und S^' (^^1^ ^^d öti'2>i'ci') 
legen; aber far beide Büschel ist die 
Bildachse Mittellinie. Daher stimmen 
die beiden Büschel vollkommen über- 
ein. — Von einem andern Büschel 
ahcd an AB CD stimmt schon ahc 
nicht mit Oib^c^ überein. 




Fig. 71. 



3. Je drei Strahlen ahc und ä^h^c^ zweier Büschel S und 8^ lassen 
sich stets paarweise durch drei Punkte einer Geraden legen, m. a. W.: 

Zu drei 8trahlen eines Ptmktes können stets 
drei beliebige Strahlen eines anderen Punktes als 
BUder gewählt werden; sie liegen an einer Pimkt- 
reihe als Büdctchse, wenn ein Strahl auf sein Bild 

fällt 

Denn wenn b auf b^ fällt, so erhält man als 
Bildachse die Gerade s durch die Schnittpunkte von 
aa^ imd cc^. 

4. Ist (^h^c^d^ ein Bild von ab cd mit AB CD 
als Büdachse, und istA^B^ C^D^ irgend eine Punkt- 
reihe im Büschel ahcd, so läßt sich (nach § 18,6d) 
die Punktreihe A^B^C^D^ als Bild von AB CD auch in den Büschel 
^1^1 ^1^1 eiiilegeii? etwa nach A^B^C^D^. Dann kann aber A^B^C^D^ 

zugleich mit seinem Strahlenbüschel 8^ 
(A^ B^ (7i D^) oder % fe^ q d^ wieder an A^ B^ C^ D^ 
angelegt werden. 

Das Büd eines StraMenhüschels kann an 
jede Funktreihe in dem Büschel angelegt werden. 

5* Nach 2 läBt sich nun an jede Punkt- 
reihe in ahcd außer dem Bild a^b^c^d^ nicht 
noch ein anderer Büschel a^b^c^d^ anlegen, 
von dem bloß die Winkel der drei ersten 
Strahlen mit denen von a^ b^ c^ übereinstinmien. 
Daraus folgt: 

a) Wenn m drei Strahlen eines Punktes 
drei solche als Bilder gewählt sind, so ist. zu jedem weiteren Strahl das 
Bild eindeutig bestimmt. 

Hat man dann drei Strahlen a^b^c^ des Bildes a^b^c^d^ zu ahcd an 
drei Punkte einer Reihe in ahcd eingelegt, und zieht man vom Strahl- 
punkt S^ dieser drei Strahlen weitere Strahlen durch die folgenden Punkte 
der Eeihe in ahcd, so erhält man das Bild von ahcd, das die Strahlen 




§ 20. Projektive Punktreihen und Starahlenbüschel. 
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a^\Ci enthält; dieses stimmt aber nach a) vollkommen überein mit 
Oih^c^d^, — d. h.[: 

b) Ein Strahlenbüschel v/nd sein Büd liegen an einer FunldreHie 
(Bildachse), wen/n dies für drei entsprechende Strahlenpa^re der Fall ist 
(insbesondere wenn ein Strahl sein Bild deckt), 

6. Die Sätze § 18, 5 d und 19,4 lassen sich zusammenfassen: 
Wenn von Funktreihen und Strahlenhüscheln irgend zwei Gebilde mit 
einem dritten bestrahlbar sind, so sind sie es untereinander, 

Hierbei lassen sich 6 Fälle unterscheiden: P^7\ F^ '/\ P^, femer 

■Pi A -Ps A ^2? ^- s. w. 



§ 20. Bilder von Pnnktreiheii nnd StraUenbttsclielii außerhalb 

der bestrahlten Lage. 

1. Aufgabe: Brei Funkte oder Strählen und ihre Bilder sind in 
nicht bestrahlter Lage gegeben; man soll m einem beliebigen vierten das 
Bild bestimmen, 

Ist ABCJ\ Ä^B^C^, so nimmt Ist abcj\ a^b^c^^ so zieht man 

man auf der Verbindungsgeraden durch den Schnittpunkt aa^ (Ä) die 

ÄÄi (a) die Punkte S und S^ als Geraden r und r^ als Träger der 

Strahlpunkte der Büschel abc p. Punktreihen ABC p. abc, ABy^C^ 




Fig. 78. 

ABC, a^by^c^ p. A^B^C^. Nun ist 
abc p. a^b^c^ (S. 54, §19,3), und 
ihre Achse r^ ergibt eine von ABC 
und A^B^C^ bestrahlte Punktreihe 
jAgjBgCg, so daß zu einem Punkt D 
leicht Dj und dann D^ zu finden ist. 
2. Die Scheitel S imd Sy^ können 
auch nach A^ und A (Fig. 75) ver- 
legt werden. Dann wird der Schnitt- 
punkt {E^I^ beider Träger vom 
Strahlpunkt A nach E und vom 




Flg. 74. 

p. a^b^c^. Nun ist ABO p. AB^O^ 
(S. 53, § 18,2), und der Strahlpunkt 
ß^ ergibt einen zu abc und a^b^o^ 
bestrahlt liegenden Büschel a^b^c^^ 
so daß zu einem Strahl d leicht d^ 
und dann d^ zu finden ist. 

2'. Die Träger r und r^ können 
auch nach a^ und a (Fig. 76) verlegt 
werden. Dann wird die Verbindungs- 
gerade {fe^ der Scheitel SS^ vom 
Strahlpunkt S^ in f^ und e abge- 



• • ,», •.«• •' 
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Strablpunkt Ä^ nach F^ abgebildet; 
d. h, die Bildaehse B^C^ schneidet die 
Träger in den Punkten, die dem! 
Schnittpunkt Ej^F entsprechen. Die 
diesem Schnittpunkt entsprechenden 
Punkte (-E und Fj) sind aber durch 
die Lage der drei Punktpaare ABO 
und Ä^B^C^ eindeutig beatimmt 
(S, 55, § 18, 5b). Die Bildachse muß 
daher auch durch JK und F^ gehen, 
wenn die Scheitel von Ä und A^ 
nach B und B^ verlegt werden; so- 
mit liegt auch der Schnittpunkt von 
BjC und BO^ auf dieser Geraden. 
Also : 



bildet; d. h. der Strahlpunkt S^ ist 
der Schnittpunkt der Bilder f^ und e, 
die dem Scheitelstrahl entsprechen. 
Die diesem Scheitelstrahl entspre- 
chenden Strahlen {e und f^) and 
aber durch die Lage der drei Strahlen- 
paare abc und ajft^Cj eindeutig be- 
stimmt (S. 56, § 19,5 a), Wenn da- 
her die Ti^ger von a und o^ nach 
6 und b^ verlegt werden, so muß der 
Strahlpunkt doch wieder der Schnitt- 
punkt von e and /j, d. h. Sj sein; 
somit geht auch die Verbindungs- 
gerade der Schnittpunkte b^c und bc^ 
durch diesen Punkt. Also: 



Jig. J9. 

Wenn man in einer PmktreiJte und 
ihrem nicht von ihr bestrahlten Bild 
je einen Punkt A der einen Reihe mit 
einem nicht entsprechenden FimU B, 
der andern Reihe verbindet tind ebenso 
deren Bilder A^B, so schneiden ein- 
ander beide Verbindungsgeraden stets 
,auf einer Geraden; diese geht durch 
die Bilder des Schnittpunkts beider 
Träger der Pimhtreihen. 

- Die Punkte ABCÄ^B^C^ bestim- 
men einen geschlossenen Geradenzug 
AB,CA,BC-.A, dessen 




Wenn man in ei. 
und seinem BUd in nicht bestrahlter 
Lage den Schnittpunkt je eines Strahles 
a des einen Büschels und eines nicht 
entsprechenden Strahles h^ des. andern 
Büschels verbindet mit dem Scfem'W- 
punkt ihrer Bilder a^b, so geht diese 
Verbindungsfferade stets dur^ dnen 
Punkt; diese»' ist der Schnilipunkt der 
Bilder des Schdtelstrali Isbeider Stra hlen- 
büschd. 

Die Geraden abc öif>iCj bestimmen 
einen geschlossenen Geradenzug (Seehs- 
seit) aJjcaifcCj«, dessen Seiten ab- 



§ 20. Projektive Punktreihen und Starahlenbüschel. 
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Ecken abwechselnd auf zwei Geraden 
liegen; in einem solchen sclineiden 
also die Gegenseiten einander in drei 
Punkten einer Geraden (Pascalsches 
Sechseck). 

3. In der vorigen Aufgabe können 
wir auch, wenn durch entsprechende 
-Punktpaare die Verbindungsgeraden 
ÄÄ^^ BBi^ CG^ gölegt sind, die 
Schnittpunkte zweier derselben mit 
der dritten, z. B. S und /S^, als 
Scheitel der beiden, die Punktreihen 
ABC und A^B^C^ bestrahlenden 
Büschel annehmen, so daß nun die 



wechselnd durch zwei Punkte gehen; 
in einem solchen gehen also die Ver- 
bindungsgeraden der Gegenecken durch 
einen Punkt (Brianchonsches Sechs- 
seit). 

8'. In der vorigen Aufgabe können 
wir auch, wenn von entsprechenden 
Strahlenpaaren die Schnittpunkte aa^, 
h\^ cc^ bestimmt sind, die Ver- 
bindungsgeraden zweier derselben mit 
dem dritten, z. B. r und r^, als 
Träger der beiden von abc und a^h^c^ 
bestrahlten Punktreihen annehmen, 
so daß nun der Schnittpunkt von 





Fig. 77. 

Verbindungsgerade von hh^ (J9) mit 
cc^ (^i) sich als Achse x ergibt. Dann 
wird das Bild desTunktes D erhalten, 
indem man den Schnittpunkt des 
Strahles SD und der Achse x verbindet 
mit 8^; die Verbindungsgerade S^D^ 
oder d^ gibt dann D^, 

Bezeichnen wir DD^ mit d^, so ist 
a&irt^grjC (SS^BDD^C^) ein Brian- 
chonsches Sechsseit. Wir folgern also: 

a) Die Träger einer Punktreihe tmd 
ihres Bildes bestimmen mit vier Ver- 
bi/ndungsgeraden entsprechender Funkte 
ein Sechsseit, in welchem die Ver- 
bindu/ngsgeraden der Gegenecken durch 
einen Punkt gehen (Brianchonsches 
Sechsseit) — 



Fig. 78. 

BB^ (b) und GC^ (c^) sich als Schei- 
tel X ergibt. Dann wird das Büd 
des Strahles d erhalten, indem man 
den Schnittpunkt rd oder D mit dem 
Strahlpunkt X verbindet; dieser Strahl 
gibt D^ auf r^ und dadurch S^D^ 
oder d^. 

Bezeichnen wir dd^ mit D^, so ist 
AB^SD^S^G ein Pascalsches Sechs- 
eck. Wir folgern also: 

a') Die Scheitel eines ^StraMen- 
bilschels und seines Bildes bestimmen 
mit vier Schnittpunkten erdsprechender 
Strahlen ein Sechseck, in welchem die 
Gegenseiten einander in drei Pwnkten 
einer Geraden schneiden (Pascalsches 
Sechseck) — 
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und umgekehrt folgt: 



b) In einem Brianchonschen Sechs- 
seit stellen die Schnittpunkte von vier 
Seiten mit den beiden übrigen Seiten 
eine Pimktreihe imd ihr Büd dar. 



b') In einem Pascalschen Sechseck 
stellen die Yerbindungsgeraden von vier 
Ecken mit den beiden übrigen Ecken 
einen Strahlenbüschel wnd sein BUd dar. 



4. Auch die Punkte und Berührenden des Kreises führen auf Strahlen- 
büschel und Punktreihen mit ihren Bildern. Nach I. Teil, § 29, 6 Zus. a' 
können zwei Punkte der Kreislinie als Scheitel übereinstinamender gleich- 
wendiger Strahlenbüschel gewählt werden, deren entsprechende Strahlen 
einander auf der Ki'eislinie schneiden. Übereinstimmende Strahlenbüschel 

können aber natürlich als 
^^ Vorlage und Bild aufgefaßt 

werden. — Wählen wir nun 
zwei Berührende g und g^ 
alsTräger zweier Punktreihen, 
deren entsprechende Punkte 
ÄÄ^, BB^ je auf einer 
Berührenden a, b des Kreises 
liegen, und sind E und J?\, 
Ä^, B^ ... die Berührungs- 
punkte von^, g^, a, &,..., 
so ist der Strahlenbüschel E (Ä^B^ . . ,) 7\ F^ {A^B^ , . ^-^ ferner ist 
E {A^B^ . ?) J\ M {AB , .), da ihre Strahlen paarweise aufeinander senk- 
recht, EA^ J_ MA^ also die Büschel übereinstimmend sind. Aus dem- 
selben Grund ist F^{A^B^ . . ) 7\ M {A^B^ . )^ somit schließlich auch 
M{AB . . .) 7\M {A^B^) und hiermit AB . , , 7\ A^B^ . . . Also: 




Fig. 79. 



Die Strahlen von zwei Punkten eines 
Kreises nach beliebigen Punkten des- 
selben bilden zwei Strahlenbüschel^ die 
einander als Vorlage mid BUd ent- 
sprechen. — Der Berührenden eines 
Scheitels entspricht der Scheitelstrahl. 



Die Schnittpunkte zweier Berührenden 
eines Kreises mit beliebigen andern 
Berührenden desselben bilden zwei 
Punktreihen, die einander als Vorlage 
und Bild entsprechen. ■— Dem Berüh- 
rungspunkt eines Trägers entspricht 



der Schnittpunkt der beiden Träger, 

5. Auch aus diesen Sätzen (in Verbindung mit 3 a' und 3 a) folgen 
die Sätze von Pascal und Brianchon als für den Kreis gültig. 



l 
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Sechstes Kapitel. 

Abbildung beliebiger Figuren mit einer Bildachse. 

§ 21. Abbildung geradliniger Figuren mit einer Bildachse. 



1. Je zwei Punkte auf drei 
Strahlen eines Punktes (AA^^B^, 
CCi) bestimmen zwei Dreiecke (ABC 
und A^By^C^, deren Seiten einander 
paarweise auf einer Geraden schnei' 
dm(S^S^S^). 



1'. Je zwei Strahlen von drei 
Punkten einer Geraden (aa^j hh^, 
cCj) bestimmen zwei Dreiseite (abc 
und a^b^e^)^ deren Ecken paarweise 
auf drei Strahlen eines Punktes (S) 



liegen, 

(Sätze von Desargues 1648). 
Zum Beweis des ersten Satzes (Fig. 80) folgt nach dem Satz 
von Menelaos (S. 40, § 14, i b) für 

AABS mit der Geraden A^B^S^: 



ÄS^ BB^ SA^ 



/\BCS „ „ „ B^C^S^: 

* 

ACÄS „ „ „ C,Ä,8,: 

Das Produkt dieser GrIeichuDgen: 

AS^ BS^ CS^ 



S^B 
BS^ 

S,A 



B^S 

G,S 

AA^ 



A^A 
SB^ 

B^B 

SG^ 



A^S G^G 



= — 1 



= — 1 



-= — 1. 



S,B 



S^G 



S,A 



=- — 1 



5- 



ergibt (§14,2), daß auf den Seiten des AABC die Punkte S^S^S^ 
einer Geraden s angehören. 

Der zweite Satz ergibt 
sieh aus dem ersten: Die 
Ecken der Dreiecke AS^A^ 
und BS^B^ liegen nämlich 
auf drei Strahlen von S^ 
(csc^) so, daß (wenn S als 
Schnittpunkt von AA^ und 
BB^ aufgefaßt wird) die 
Schnittpunkte CC^S der drei 
Seitenpaare dieser Dreiecke, 
wie eben bewiesen, auf einer 
Geraden liegen müssen, d. h. 
auch CC^ geht durch S. 

Die Sätze 1 und 1' lassen 
sich auch durch Anwendung der Sätze über Punktreihen (S. 55, § 18, 5 c) 
und Strahlenbüschel (S. 57, §19, 5 b) beweisen. 

Wird nämlich die Gerade ä'^ ^Sg von Wenn nämlich von S^S^S^ nach 
den drei Strahlen nach ABC in S (dem Schnittpunkt von AA^ und 
X^XjXj geschnitten, so wird von BB^) die Strahlen x-^x^x^ gezogen 




Fig. 80. 



der Punktreihe SCX^C^ ein Bild 



werden, so wird von dem Büschel 
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8^ (x^csc^) an der Achse SBX^B^ 
das Bild 8^ (x^asa^) entworfen und 
an der Achse 8ÄX^Ä^ das Bild 8^ 
(x^^sbj). Da beide Bilder den Strahl 5 
gemeinsam haben, so liegen sie beide 
an einer Punktreihe oder Bildachse 
(SCX^C^), d. h. C und C^ sind 
Punkte eines Strahles von 8. 



einerseits vom Strahlpunkt 8^ nach 
8ÄX^Ä^ entworfen und andererseits 
vom Strahlpunkt 8^ ein zweites Bild 
nach 8BX2B^. Da diese beiden 
Punktreihen den gemeinsamen Punkt 8 
haben, so liegen sie in einem Strah- 
lenbüschel. AB, X^X^ und Ä^B^ 
gehen durch einen Punkt, d. h. c und 
Cj schneiden sich ebenfalls auf 8^82. 

2. Man zeichnet zu einer Figur in einer Ebene ein bestrahltes 
oder perspektives (p.) Bild, indem man 1) von einem Punkt, dem 
Strahlpunkt S, Strahlen durch die Punkte der Figur zieht, dann 
2) einen Punkt Ä der Figur mit ihren übrigen Punkten J5, C .,. durch 
Gerade AB^ ÄC . . . verbindet und deren Schnittpunkte bestimmt mit 

einer beliebigen Geraden s, der Bildachse (J-^S^g, ^(7 Sg)? 3) auf dem 
Strahl SA einpn beliebigen Punkt A^ als Bild von A annimmt und durch 
ihn die Geraden nach jenen Achsenschnittpunkten S^g, S^ zieht. Das 
Bild B^ eines Punktes B ist dann der Schnittpunkt des Strahles 
SB mit der inTch ABS^ bestimmten Geraden A^S^] ebenso liegt das 
Bild C^ des Punktes C auf A^S^» 

Von 2 Figuren heißt also jede das bestrahlte Bild der andern 
(oder jede perspektiv zur andern), wenn ze 2 entsprechende Punkte 
beider Figuren auf einem Strahl eines Büschels liegen und wenn die 
Vefrhindungsgeraden eines Punktes mit jedem andern Punkt der Figur 
jeweils die Verbindungsgeraden der entsprechenden Punkte in den Punkten 
einer Geraden schneiden. 

Wenn zwei Figuren in eine solche Lage gebracht werden können, 
daß für ihre Punkte diese Bedingungen erfüllt sind, so werden sie als 
gegenseitig bestrahlbar oder projektiv (A) bezeichnet — oder 
auch: eine Figur heißt kurzweg ein Bild der andern. 

3. Da dann von den Dreiecken A^B^ C^ und ABC die Ecken 
paarweise auf 3 Strahlen des Punktes S liegen und die Seitenpaare 
AB und Ä^B^j -4C und A^C^ einander auf der Geraden S^S^ schneiden, 
so muß nun (nach 1) auch der Schnittpunkt S, von BC und S^C^ 
auf dieser Geraden, auf der Bildachse, liegen. Also: 

Die Verbindungsgerade irgend zweier Punkte einer Figur schneidet 
die der Bilder dieser Punkte in bestrahlter Lage auf der Bildachse (oder 
beide Gerade sind der Bildachse parallel). 

4. Für jeden weiteren Punkt D auf BC fällt die Verbindungs- 
gerade BD auf die Gerade BCS^-^ somit fällt (nach 3) die Verbindungs- 
gerade der Bildpunkte B^D^ auf die Gerade JS^ä^; die Bilder der 
Punkte von BC liegen auf der Geraden B^C^. Also: 

a) Die Bilder der Punkte einer Geraden liegen auf einer Geraden. 



• • • • ••• • • 
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Hieraus folgt für die Gerade selbst: 

b) Bas Bild einer Geraden ist eine Gerade und 0war ist diese 
a) die Verbindungsgerade der Bilder zweier Punkte der Geraden, oder 
ß) hei Bestrahlung die Gerade von einem Bildpunkt der ersteren Ge- 
raden nach ihrem Achsenschnittpunkt 

5. Gehört ein Punkt C zwei Geraden AG und BC an, so gehört 
sein Bild C^ ihren Bildern A^^C^ und B^C^^ an: 

Das Bild des Schnittpunktes zweier Geraden ist der Schnittpunkt 
der Büder der Geraden, 

Die beiden Schnittpunkte liegen also auf einem Strahl des Strahl- 
punktes, womit wieder der Satz 1' bewiesen ist. 

6. Man kann nun die Zeichnung nicht nur, wie in 2 angegeben 
durch die Verbindungsgeraden von einem bestimmten Punkt A und 
durch die entsprechenden Geraden von A^, sondern ebensowohl auch 
von einem so erhaltenen Punktpaar B und B^ ausführen, oder auch 
von Punktpaar zu Punktpaar weiter führen. 

Geht man von zwei entsprechenden Punktpaaren AA^ und BB^ 
zugleich aus, und zieht man nach jedem weiteren Punkt C die Geraden 
ACS^ und BCS^ und hierzu A^S^ und B^S^, so erhält man in 
deren Schnittpunkt' (nach 5) den Bildpunkt (7^, ohne den Strahl- 
punkt zu benutzen. 

7. Jeder Punkt der Bildachse ist sein eigenes Bild. Wird 
der Strahlpunkt S selbst als ein Punkt der Vorlage aufgefaßt, so 
ist er sein eigenes Bild; ebenso entsprechen einander die 
Strahlstrecken eines Strahles SA und SA^. 

8. Wir können vier Arten der Abbildung durch Bestrahlung 
unterscheiden: 

Entsprechende Punkte liegen auf 
1) parallelen 2) Strahlen 



Strahlen 

la)Deckungs- 
fähigkeit (a). 
(I. Teil § 21). 



Ib) Parallel- 
perspektive. 

(c). 



einesPunktes. 
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ST 



2a) Ahnlich- ^>^g 
keit (b). tl'% 

^ SU- 
CD 



n. TL §11,2).? 



— -o 

CD 

2b) Zentral- 12;| 



Perspektive. 

(d.) 



R CD 




Die Zentralperspektive ® ^ 
geht in die andern Arten g-i* 
der Abbildung über,, wenn ^ 
entweder die Bildachse oder 
der Strahlpunkt oder beide in unendliche Ferne hinausrücken. 



Fig. 81. 



4 J 
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9, Auf die Parallelperspektive lassen sich obige Bestimmungen 
und Sätze in 2 — 7 sofort übertragen. Nur der Beweis von 3 wird 
hier (statt mit 1) gemäß § 11, ii, (S. 32) geführt: ist AÄ^ \\ BB, \\ CC^, 
so schneiden einander die Seiten Yon A ABC und A^B^C^ auf einer 
Geraden. 



§ 22. Fluchtpunkte und Fluchtgerade. 

1, Jedem Punkt einer Geraden a entspricht als Bild ein Punkt des 



a. 



Bildes der Geraden a^; nur für den Punkt A auf dem Strahl SA 
ist auf a^ kein Punkt in endlicher Entfernimg anzugeben, sondern nur 
auszusagen, daß die Bilder der Punkte von a auf der Geraden a^ in um 
'so größere Entfernung fallen, je näher erstere dem Punkte A rücken 
(S. 43, §15, i). Deshalb heißt A das Bild des unendlich fernen 

Punktes von a^, oder A^ heißt der 
Fluchtpunkt zu % auf a. 

Ist ebenso J?' der Fluchtpunkt zu 
\ auf 6, sind femer C und C^ die 
Schnittpunkte der Geradenpaare ah und 
a^\, Aq und j5q die' Achsenpunkte der- 
selben, so ist (S. 29, §11,2) /SS AB' 
p. ä. C^A^Bq zu G als Ähnlichkeits- 
punkt. Daher ist auch (S. 30, § 11, 4 a) 
AB' \B^A^^ d. h. der zweite Flucht- 
punkt B' liegt auf der Geraden, welche 
durch den ersten Fluchtpunkt A' parallel 
zur Achse gezogen ist; daraus folgt: 

Bie Fluchtpunkte zu allen Geraden 
einer Figur liegen im BUd auf einer 
Geraden, die parallel zur Achse ist. 

Diese Gerade heißt die Mu^chtgercule der Figur oder auch das 
Bild der unendlich fernen Geraden der andern Figur, da ihr die 
Bilder der Geraden dieser Figur um so näher kommen, je weiter diese 
Geraden mit allen ihren Punkten parallel zur Achse hinausrücken. 

Ebenso ergibt sich die Fluchtgerade A^" B^'\ welche der Figur a^h^ 
angehört und die Fluchtpunkte zu den Geraden a und b enthält. 

2. Zu parallelen Geraden der einen Figur (Fig. 83) c^ || a^ gehört in 
der andern Figur nur ein Fluchtpunkt A\ da Ä-ä'||ai||q; statt 
„Fluchtpunkt zu einer Geraden" sagt man daher auch „Fluchtpunkt zu 
einer Richtung". 

a) Parallele Gerade (a^c^) werden als solche (ac) abgebildet^ die 
einander auf der Fluchtgeraden im Fluchtpunkt schneiden. 

Umgekehrt: 




Fig. 82. 
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b) Die Bilder zweier Geraden (bd)^ die einander auf der Fluchi- 
geraden (in B') schneiden, sind paraUel (b^ [d^)* 
nämlich parallel zu SB\ 




Fig. 88. 

3. Wenn der Strahlpunkt S (Fig. 82), die Fluchtgerade Ä' B' und 
ein Paar entsprechender Punkte C und C^ gegeben sind, so erhält man 
zu einer Geraden Ä' C das Bild, indem man durch C^ die Gerade C^Äq 
II SÄ' zieht. Durch den Schnittpunkt Äq der Geraden Ä^ C und C^ Ä^ 
erhält man die Achse ÄqBq\\ä' B^. Ebenso läßt sich 8 bestimmen, wenn 
ein Achsenpunkt Äq, die Fluchtgerade A' B' und ein Paar entsprechender 
Punkte gegeben sind. 

Ist der Strahlpunkt S (Fig. 83), die Achse s und die Fluchtgerade 
f\\s gegeben, so erhält man zu einer Geraden a das Bild, indem man 
durch den Achsenschnittpunkt as die Gerade a^ jj /SA' zieht. Zu einer Ge- 
raden h^ erhält man das Bild, indem man SB' || b^ zieht und dann den 
Achsenschnittpunkt b^s mit B' verbindet. 

4« Nach 2 b lassen sich nun Eigenschaften einer Figur nachweisen, 
indem man ein solches Bild von ihr ins Auge faßt, in dem alle Strahlen 
von Punkten einer beliebigen Geraden als Parallelstrahlen erscheinen. 

Betrachten wir z. B. in einem vollständigen Viereck zwei Neben- 
ecken als Fluchtpunkte, oder in einem vollständigen Vierseit ab cd (Fig. 83) 
eine Nebenseite Ä'B' als Fluchtgerade, so ist das Bild des Vierseits ein 
Parallelogramm a^biCid^, Da in diesem die Eckenlinien einander hal- 
bieren, so ergeben sich nun wieder aus § 15,2 (S. 44) die Sätze vom Vier- 
eck und Vierseit des § 16. (Vgl. auch § 23,6). 

§ 23. Der Kreis als Bild des Kreises mit Bildachse. Das Sechseck 

und Sechsseit des Kreises. 

A. Potenzgerade und Ahnlichkeitspolaren. 

r. (Fig. 84). Von dem Ähnlichkeitspunkt S zweier Kreise M und M^ 

treffe ein Strahl SÄA^ die Kreise in den beiden nicht ähnlich (sondern 

invers) liegenden Punkten A und A^j während C das Bild zu A^ in 

Henrlolu. Treutlein, Lehrb. d. Elem. -Geometrie. II. 3. Aufl. 5 
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der ähnlichen Abbildung sei; ebenso liege jB^ bestrahlt von 2?, da- 
gegen D ähnlich zu B^. Dann ist CD t^. L Ä^B^, also auch 




Flg. 84. 

CD\\Ä^B,, und wegen der Gleichheit der Winkel GAB^GDB 
= ^i-BiÄ liegt A SAB gewendet ähnlich zu SA^B^j somit ist SA • SA^ 
= SB' 8B^ (S. 23, § 8,1). Hieraus folgt (S. 25, § 9,3), daß durch 
ABB^A^ ein Kreis gelegt werden kann. Deshalb ist auch für L als 
Schnittpunkt von AB und A^B^ 

LA^ . LB^ = LA . LB, 

d. b. L ist ein Punkt gleicher Potenz für die Kreise M und M^] 
somit (§9,7) liegt er auf der Potenzgeraden LT beider Kreise. Die 
nicht ähnlich liegenden Schnittpunkte der A. -Strahlen mit den beiden 
Kreisen entsprechen also der Lage der Punkte einer Figur nind ihres 
Bildes mit S als Strahlpunkt und LT als Bildachse (S. 62, § 21,2 u. a). 

Ein Kreis ist Bild eines Kreises zu einem ÄJmlicMeitspunM 
als Strahlpunkt und zur Potenzgeraden beider Kreise als Bildachse, 
wobei die nicht ähnlich (also invers) liegenden Punkte eines Strahles 
einander entsprechen, 

Rücken die Punkte B und B^ des zweiten Strahles SBB^ denen 
des ersten AA^ immer näher, so gehen schließlich die Sehnen AB und 
A^B^ in die Berührenden in A und A^ über; diese schneiden sich 
daher auch auf der Bildachse, und es ist FA = FA^ . 

2. Die Geraden AB und CD (Fig. 84) schneiden einander in P, 
ihre Bilder A^B^ und C^D^ in P^, so daß P und P^ ak Vorlage und 
Bild einander entsprechen (S. 63, § 21,5); sie liegen aber auch ähnlich 
auf einem Strahl von S als Schnittpunkte ähnlich liegender Geraden 
(S. 30, § 11,5): A^B^ p. ä. CD, C^D^ p. ä. .4P. Beide Punkte sind 
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auch Punkte der Polaren zum Ähnlichkeitspunkt in beiden Kreisen 
(S. 50, § 17,4), und da diese Ähnlichkeits-Polaren parallel zur 
Bildachse sind, so gilt für sie: 

Die Pola/ren des Ä^-Punktes entsprechen einander sowohl bei der 
ähnlichen Abbildung der Kreise, als auch bei der Abbildung mit einer 
Bildachse, 

3. Wählt man (Fig. 85) die beiden Strahlen SAA^ und SBB^ 
beiderseits gleichliegend zur Mittellinie SJfJfi , so ergeben sich als Schnitt- 
punkte P und Pi der 
Sehnen AB, CD und 
A^B^, G^D^ die zu S in 
beiden Kreisen zugeord- 
neten Pole (S. 50, § 1 7, 4). 
Da die Geraden durch P 
und Pi paarweise ähn- 
lich liegen und auch 
paarweise beiderseits 
gleich zu PPi, so stim- 
men alle Winkel, die 
sie mit PPi machen, 
überein, so daß auch 
^P^PL^LP^P. Da- 
her ist A LPP^ gleich- 
schenkelig mit LT als Fig. 85. 
Mittellinie, woraus folgt : 

Die Potemgerade (Bildachse) zweier Kreise ist die Mittelparallele 
der Ahnlichkeitspolaren, ^ 




B. Die Fluchtgerade. Sätze von Pascal und Brianchon. 

4. Sind P und P^ (Fig. 86) die zu S zugeordneten PoIb und zieht 
man zu PC den parallelen Strahl SF^, so trifft dieser das Bild PjCi 
der Geraden PC im Fluchtpunkt P^. Da nun ^ J^ÄP = CPP^ = SP^ C^ 
ist (3), so ist SF^ = F^P^^ und die Fluchtgerade F^C^ ist Mittelsenk- 
rechte zu SP^. 

a) Die Fluchtgerade eines Kreises (bei dessen Abbildung als Kreis) 
halbiert den Abstand zwischen dem Ä.-PunJd umd seiner Polare in dem Kreis^ 

Der Pol M^ der Fluchtgeraden F^G^ teilt mit dieser den Durch- 
messer A^B^ harmonisch. Da im Bild der Punkt Q^ der Fluchtgeraden 
in unendliche Feme fällt, so ist das Bild von M^ die Mitte von AB 
(S. 44, § 15,2 b). 

b) Das BUd des Poles der Fhichtgeraden (bei der Abbildung des 

Kreises (üs Kreis) ist Mittelpunkt des Bildkreises. 

Da (tj die Mitte der Strecke SP^ ist, die durch A^B^ harmonisch 

5* 
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geteüt wird, so ist (S. 21, § 7,4) SG^"' == G^Ä^ • G^B^ = öl^l^ 

also: SG^ =G^i^i- Somit gut: 




Fig. 86. 



c) Die Senkrechte [vom Strahlptmkt zur Fluchtgeraden eines Kreises 
(bei dessen Abbildung als Kreis) ist gleich der Berührenden van ihrem 
Fußpuriki an den Kreis. 

b. a) Wenn der Strahlpunkt S zur Abbildung des Kreises um 0^ 
willkürlich gewählt ist, so ist hiemach die Fluchtgerade F^G^ be- 
stimmt, und ebenso ist der Punkt M^ bestimmt, dessen Bild der Mittel- 
punkt des Bildkreises ist ; jeder Kreis, der für S als A.-Punkt zu dem 
Kreis um 0^ ähnlich liegt, kann als ein Bild des Kreises 0^ gelten, für 
das F^G^ und M^ ihre Bedeutung beibehalten. 

Man kann nun aber zur Abbildung des Kreises 0^ auch eine be- 
liebige äußere Gerade F^ G^ als Fluchtgerade oder einen beliebigen inneren 
Punkt M^ als Vorlage des Mittelpunktes des Bildes wählen und hierauf 
8 bestimmen. Ist z. B. M^ gewählt, so zeichnet man hierzu die Polare 
jp\6ri, zieht, Jlfi (ti .1. Fl 6ri und trägt auf der Geraden M^G^ die Be- 
rührende Gil\ nach G^S ab; man erhält so den Strahlpunkt. 

Ein Kreis läßt sich so als Kreis abbilden, daß 
das Bild eines gegebenen Pimktes das Bild einer gegebenen Geraden 
innerhalb des Kreisumfangs Mittel- außerhalb des Kreises in unendliche 



pu/nkt wird. Bas Bild der Polare 
jenes Punktes fällt dann in unend- 
liche Entfernung. 



Entfernung fällt Das Büd des Poles 
der Geraden fällt dann in den Mittel- 
punkt des Kreises. 



b) Der Strahlpunkt 8 kann auch durch folgende Zeichnung erhalten 
werden. Ist P (Fig. 87) der gegebene Punkt, so zeichne man den Durchmesser 
APB und die zu ihm senkrechte Sehne C PI) und bestimme zu dem voll- 
ständigen Viereck ACBB die Nebenecken L und N-., dann ergibt sich leicht 
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(da LQ:PD=^QÄ:ÄP, LQ : CP ^ QB : PBxmdCP - PD =^ ÄP ^ PJ^ 

ist); daher macht man QS=^QN, Vom Strahlpunkt 5 aus wird das Bild 

des Vierecks AG BD ein 

Quadrat, da J?i C^\\SL\\B^A^, 

B^D^ \\8N\\G^Ä^ und da 

LSN &m gleichschenkeliges 

rechtwinkeliges Dreieck ist. 

6. Mit Hufe der Sätze ^' 
in 5 lassen sich Beziehungen 
der Lage von Punkten und 
Geraden im Kreis ermitteln, 
indem man die betreffenden 
Eigenschaften zuerst an 
Kreisbildern mit einfacheren 

Beziehungen aufsucht und sie dann auf die Figur der Vorlage Überträgt. 

So kann der 
Satz von Pascal: Satz von Brianchon: 

Bei einem Sehnensechseck liegen die i Bei einem berührenden Sechsseit 




Fig. 87. 



drei Schnittpunkte der Gegenseiten' in 
einer Geraden, 



gehen die drei Verhindungsgeraden 
der Gegenecken durch einen Punkt,, 




C^'^^ 



Fig. 88. 




bewiesen werden, indem man die Figur (Fig. 88) so abbildet, daß das 
Bild des Kreises wiQjäer ein Kreis wird (Fig. 88 a) und zugleich im Bild 



der Schnittpunkt ad oder Q und he 
oder R in unendliche Entfernung 
hinaus rückt. Dann wird 

'^ab =^ ed 
und Bogen 

woraus folgt: 

Bogen A^ B^ Cy^B^ E^ ^uA^i! ^i A 



der Schnittpunkt qr Mittelpunkt wird. 
Dann werden a\\d, b\\e, da sie senk- 
recht zu den Durchmesseni q und r sind, 
woraus, wie eben bewiesen, folgt c\\f. 
Die vom Mittelpunkt nach C und F 
gezogenen Geraden stehen dann senk- 
recht auf c und f und bilden somit 
eine einzige Gerade s durch den 
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(I. Teil, § 28, 2). Daher liegt in der Mittelpunkt. Daher geht auch in der 
Vorlage der Schnittpunkt cf oder 8 Vorlage s durch den Schnittpunkt qr, 
auf der Fluchtgeraden QM, \ 

7. Aus den Sätzen von Pascal und Brianchon gehen weitere Be- 
ziehungen der Lage hervor, wenn man ein Paar aufeinander folgender 
Stücke der Figur (d. h. Ecken des Sehnensechsecks oder Seiten des be- 
rührenden Sechsseits) zusammenfallen läßt, wobei einerseits die Schneidende 
in eine Berührende imd anderseits der Schnittpunkt der Berührenden in den 
Berührungspunkt übergeht (s. I. Teil § 27,3 imd § 29,7 Zusatz). So z. B. 
ergibt sich die Lösung der beiden Aufgaben: 

mit dem Lmeal allem m emem mit dem Lineal allein auf einer 
Punkt eines Kreises die Berührende Berührenden eines Kreises den Bi- 
0u zeichnen, rüJirungspunkt zu bestimmen. 

Nachfolgende Figuren geben die Lösung durch die Reihenfolge der Zahlen 
an, wobei das gegebene Stück mit 2 aufeinander folgenden Zahlen (hier 
mit 3,4) bezeichnet ist. 





Fig. 89. 



Fig. 90. 



C. Drei Kreise mit Potenzzentrum und Berührungskreisen. 

8, Die Bildachse x (Fig. 91) der beiden Kreise K^ und K,^ schneide 
die Bildachse y zu dem ersteren und einem dritten Kreise K^ in F; 





Fig. 91. 
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dann hat dieser Punkt sowohl für K^ und K^, als für K^ und K^ 
die gleiche Potenz, somit auch für K^ und K^y d. h. der Punkt liegt 
auch auf der Bildachse der letzteren Kreise. 

Die drei JBildachsen (Fotenzgeraden) dreier Kreise gehen durch 
einen Punkt (das Fotenzeentrum), 

Zusätze: a) Wenn drei Kreise einander in je zwei Punkten 
schneiden, so gehen die drei Verbindungsgeraden der Schnittpunkte je 
zweier Kreise durch einen Punkt, das Potenzzentrum. 

b) Wenn drei Kreise einander paarweise berühren, so gehen die 
drei gemeinsamen Berührenden durch einen Punkt. 

9. Wenn (Fig. 91) zwei Kreise Äj und K^ von einem dritten K 
berührt werden, so entspricht ein Berührungspunkt A^ dem andern B^ 
als nicht ähnlich liegendes Bild (S. 35, §12,5); ihre Berührenden 
schneiden einander in Z auf der Bildachse der beiden ersten Kreise. 
Für die beiden Kreise K^ und K ist Ä^ Ahnlichkeitspunkt; B^ und Bg 
sind ähnlich liegende Punkte, daher auch die Schnittpunkte Z^ und Z 
der Berührenden in diesen Punkten mit dem Ahnlichkeitsstrahl A^Z^Z. 
Die beiden durch Z^ und Z senkrecht zur Mittellinie K^K^ gezogenen 
Geraden x^ und x liegen daher ähnlich zu A^ als Strahlpunkt (§ ll,4cj8). 

Der Punkt Z^ liegt (nach S. 50, § 17,5 b') auf der Polare des Ähnlich- 
keitspunktes zu Äj und Äg; daher ist x^ die Ahnlichkeitspolare, 
während x die Bildachse beider Kreise ist Es ergibt sich also: 

Wenn zwei Kreise von einem dritten berührt werden, so ist die 
Bildachse der beiden ersten Kreise, als Gerade zum dritten Kreise auf- 
gefaßt, das ähnlich liegende Bild der Ähnlichlceitspola/re in einem der 
ersten Kreise, und zwar einer äußeren Ähnlichlceitspolare bei gleich- 
artiger Berührung beider Kreise durch den dritten, einer inneren bei 
ungleichartiger Berührung. 

10. Nehmen wir nun an (Fig. 91), ein dritter Kreis K^ werde eben- 
falls von K berührt, y sei Bildachse zu K^ und K^, y^ Polare in K^ 
zu dem Ahnlichkeitspunkt von K^ und K^ , so ist auch y p. ä. y^ zu A^ 
als Ahnlichkeitspunkt für Ä' und K^. Daher liegen auch die Schnitt- 
punkte V (xy) und V^ {x^y^ auf einem Ahnlichkeitsstrahl durch A^ 
(S. 30, §11,5). Also: 

Wenn drei Kreise von einem vierten berührt werden, so liegt der 
Berührungspunkt A^ eines der drei Kreise auf der Geraden dwrch das 
Potenzzentrum V und durch den Schnittpunkt V^ der Polaren (x^ 
und y^) der Ähnlichkeitspunkte dieses Kreises in Bezug auf die beiden 
andern, 

wobei jeweils der äußere Ahnlichkeitspunkt in Betracht zu ziehen ist, 
wenn die Berührung der beiden Kreise gleichartig ist, der innere bei 
ungleichartiger Berührung. 
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Zusatz. Die in Bezug auf 5"^ polare Figur zu Ä^\ V und V^ zeigt, 
daß die Berührende in A^ durch den Schnittpunkt der Polare von V (zu 
K^) und der Verbindungsgeraden der A. -Punkte zu Ä^^g und K^K^ geht 

§ 24. Anwendung znr Zeichnung bepfihrender Kreise. 

Apollonische Aufgabe. 

1, Aufgabe. (ApoUonius von Pergä, 220 v. Chr.) Zu irgend 
dreien der Gebilde Funkt, Gerade, Kreis sollen Berührungskreise ge- 
zeichnet werden. 

Wir können zehn Fälle dieser Aufgabe unterscheiden. Es seien 
gegeben : 

I I n I III I IV I V 1 VI I VIT I VIII 1 IX I X 



Punkte 3 
Gerade — 
Kreise — 



— 21 — 321 
1 — 1 2^1 2 



3 



Von diesen Aufgaben haben wir diejenigen, bei welchen kein 
Kreiß gegeben ist, schon gelöst, nämlich I und VII im 1. Teil (S. 66, 
§ 35), ferner II und IV im 2. Teil (S. 28, § 10,3). 

Erste Lösungsart. 

2« Aufgabe III. Die beiden Punkte A und B und der Kreis G 
seien gegeben. — Von einem beliebigen Kreis durch A und B, welcher 
den Kreis C in P und Q schneidet, trifft die Gerade PQ mit der 
Verbindungsgeraden AB in einem Punkt X zusammen, dessen Potenz 
in Bezug auf den gegebenen Kreis PX - XQ, in Bezug auf den zu 
zeichnenden AX • XB ist. Nun ist aber PX - XQ = AX • XB, da 
PQ und AB Sehnen des Hilfskreises sind; daher liegt X als ein 
Punkt gleicher Potenz für den gegebenen und gesuchten Kreis 
(§9, 7 a) auf der gemeinsamen Berührenden beider Kreise; hiernach 
ist der Berührungspunkt leicht zu finden. Die beiden Berührenden 
aus X ergeben im allgemeinen zwei Kreise. 

3« Aufgabe V. Der Punkt A, die Gerade b und der Kreis C 
seien gegeben. — Der Durchmesser DD^ sei senkrecht zu 6, und diese 
Senkrechte schneide b in E. Die fraglichen Berührungspunkte X 
auf b und Y auf dem Kreis C müssen (nach I. Teil § 34, 5 a) auf einer 
Geraden liegen mit dem einen Grenzpunkt D des zu b senkrechten 
Durchmessers. Dann liegt A DEX gewendet ähnlich DYD^, daher 
DD^' DE = BY DX. Legt man nun durch AD^E einen Kreis 
und zieht DA, welche Verbindungsgerade diesen Kreis noch in F 
treffe, so ist auch DA - DF - DD^ DE^DYDX, d. h. der Kreis 
durch AXY geht auch durch F. Somit ist in F ein zweiter Punkt 
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des fraglichen Kreises gefunden, und die Aufgabe ist so auf IIl zurück- 
geführt, wobei zur weiteren Lösuug der Kreis um AED benutzt 
werden kann. So ergeben sich zwei Kreise durch A und F] noch 
zwei weitere Kreise erhält man bei Vertauschung der Bedeutung von 
T) und Dl. 

4. Aufgabe VI. Der Punkt A und die beiden Kreise B und 
C seien gegeben. — Die fraglichen Berührungspunkte Y und Z auf B 
und C sind nicht ähnlich liegende Punkte auf einem Strahl des Ahnlich- 
keitspunktes D beider Kreise. Sind E und F zwei solche Punkte eiues 
weiteren Strahles, so ist DE - DF -^ DY ' DZ. Legt man nun durch 
AEF einen Kreis und zieht ADj welche Verbindungsgerade diesen 
Kreis noch in G treffe, so ist DA- DG ^ DE - DF ^ DY DZ, 
d. h. G ist ein zweiter Punkt des Kreises durch A YZ] hiermit ist 
die Aufgabe auf III zurückgeführt. Im allgemeinen gibt jeder Ahn- 
lichkeitspunkt zwei Kreise. 

5. Aufgabe VIII. . Zwei Gerade a und b seien gegeben und ein 
Kreis (7, dessen Halbmesser r ist. — Diese Aufgabe kommt auf IV 
zurück, wenn man zu a und b je zwei Parallelstreifen aa^y aa^, bb^, bb^ 
zeichnet, deren Breite gleich r ist, und nun die Mittelpunkte der 
Kjreise bestimmt, die durch den Kreismittelpunkt C gehen und a^b^^ 
oder «2 feg berühren. Liegt der Schnittpunkt a 6 außerhalb des Kreises, 
so sind vier Kreise möglich, liegt er innen^ acht Kreise. 

6. Aufgabe IX. Eine Gerade a und zwei Kreise B und C 
seien gegeben, deren Halbmesser r^ und r^ seien (r^ < f\). — Zeichnet 
man zu a Parallelstreifen von der Breite r^ und um den Mittelpunkt 
von B Kreise mit den Halbmessern r^ ± ^2? ^^ ^^^ ^^^ ^^^ nach 
V die Mittelpunkte derjenigen Kreise zu bestimmen, welche durch 
den Mittelpunkt von G gehen und die Hilfslinien berühren. Es sind 
im allgemeinen acht Kreise möglich. 

7. Aufgabe X. Drei Kreise A, B, C mit den Halbmessern r^, 
rg , rg seien gegeben (r^ > ^2 > ^3) • "~ ^^^^ beschmbe um den Mittel- 
punkt von A Kreise mit den Halbmessern r^ + ^3> ebenso um B mit 
den Halbmessern r^ ± 1-3 und bestimme die Mittelpunkte der Kreise, 
welche diese Hilfskreise berühren und durch den Mittelpunkt von C 
gehen, nach VI. Im allgemeinen kann der Berührungskreis alle drei 
Kreise gleichartig berühren (aus- oder einschließend), oder er kann 
zwei Kreise gleichartig und den dritten ungleichartig berühren, was 
im ganzen acht Berührungskreise gibt. 

Zweite Lösungsart. 

8. Aufgabe X. Man bestimmt die Ahnlichkeitspolaien je zweier 
Kreise (und zwar die zu einem äußeren oder inneren Ahnlichkeits- 
punkt bei gleich- oder ungleichartiger Berührung), hierauf den Achsen- 



74 VI. Kap. Abbildung beliebiger Figuren. 

Schnittpunkt; diesen verbindet man mit dem Schnittpunkt der beiden 
Ahnlichkeitspalaren in jedem Kreis; dann schneiden diese Verbindungs- 
geraden die zugehörigen Kreise in je zwei Punkten; je drei dieser 
Punkte sind Berührungspunkte eines der gesuchten Kreise. 

Die übrigen Aufgaben kommen auf X zurück, wenn man die 
Gerade als die Grenzfigur betrachtet, welcher der Kreis sich nähert, 
sobald sein Halbmesser unbeschränkt zunimmt, und wenn man den 
Punkt als die Grenzfigur ansieht, in welche der Kreis bei unbeschränkt 
abnehmendem Halbmesser zusammenschrumpft. 

Je größer ein Kreis wird, während ein zweiter Kreis unverändert 
bleibt^ desto näher rückt die Potenzgerade an ihn selbst heran; der 
eine Abschnitt der Sehne muß nämlich abnehmen, während der andere 
zunimmt. Die Gerade (als Grenzfigur eines Kreisbogens mit un- 
beschränkt großen Halbmessern senkrecht zur Geraden) ist also zu- 
gleich Bildachse in Bezug auf einen Kreis; der Achsen- 
schnittpunkt liegt in der Geraden. 

Je größer ein Kreis wird, desto weiterrückt die äußere Ahnlichkeits- 
polare eines festen Kreises an den dem großen Kreis abgewendeten 
Teil des Kreises, die innere an den zugewendeten Teil, indem die 
äußeren gemeinsamen Berührenden mehr und mehr sich einem Winkel 
von 2R nähern, ebenso die beiden inneren. Die Ahnlichkeits- 
polaren eines Kreises in Bezug auf eine Gerade sind daher 
die mit letzterer parallelen Berührenden. Die Berührungs- 
punkte derselben sind zugleich Ahnlichkeitspunkte und 
liegen daher (S. 35, § 12,5) auf der Geraden durch die Punkte, in der 
der Kreis und die Gerade von dem fraglichen Kreis berührt werden 
(vgl. LTeil, S. 65, §34, 5 a). 

Der Punkt (als Grenzfigur des unbeschränkt zusammen- 
schrumpfenden Kreises) hat mit einem Kreis die zugehörige 
Polare als Ähnlichkeitspolare und die Mittelsenkrechte zu 
Punkt und zugeordnetem Pol als Bildachse. 

Auch die Aufgaben, in denen kein Kreis gegeben ist, können 
in dieser Weise gelöst werden, wie z. B. H, indem man etwa um 
beide Punkte Hilfskreise mit gleichen Halbmessern beschreibt und 
zur Geraden Parallelstreifen, deren Breite gleich dem Halbmesser ist, 
dann die Mittelpunkte der beiden Kreise sucht, welcfie die Kreise 
gleichartig und zugleich die passende Hilfsgerade berühren. 

§25. Die Kegelschnitte- als Bilder des Kreii^s. 

A. Mit dem Kreise gemeinsame Eigenschaften 

der Kegelschnitte. 

1, Die Bilder des Kreises, d. h. die Kegelschnitte sind je 
nach Lage der Fluchtgeraden (S. 64) von dreifacher Art. 
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Trifft nämlich die Fluchtgerade /'den Ereis nicht (Fig. ! 
BUd des Kreises keinen unendlich fernen Punkt, sondern ist i 



, so hat das 
der Ereis in 




sich geschlossen, es ist das gesc 

Berührt dagegen die Flucht- 
gerade den Kreis (Fig. 
hat das Bild einen unendlich 
fernen Funkt, d. h. nach einer 
Richtung hin erstreckt sich das 
Bild in unendliche Feme, es ist 
das einfach offene Kreiahild 
oder die Parabel. 

Schneidet aber die Flucht- 
gerade f den Ereis (Fig. 94), so 
hat das Bild zwei unendlich 
ferne Punkte; es verläuft längs 
zwei Eichtungen in unendliche Ferne, es ist das zweifach offen 
Kreishild oder die Hyperbel; hierbei zeichnen sich die Berührenden hi 
den Schnittpunkten der 
Fluchtgeraden fa\s die beiden 
Geraden ab, längs welchen 
sich die Hyperheläste derart 
ins Unendliche erstrecken, 
daQ sie sich der Geraden 
mehr und mehr nähern, 
ohne sie je zu erreichen. 
Diese Geraden heißen 
Asymptoten. 

Man zeichnet das Bild 
eines Ereises nach § 21, a 
(8. 62), indem man durch 
eden abzubildenden Punkt "^^ »*■ 
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des Kreises und durch einen Punkt, dessen Bild gegeben ist, eine Gerade 
zieht, das Bild dieser Geraden durch den Bildpunkt und Achsenschnitt- 
punkt zieht und auf dieser Bildgeraden den Punkt durch den Strahl 
des Kreispunktes bestimmt. 

2. a) Eine den Kreis schneidende Gerade wird wieder als söldhe, 
eine Berührende als Berührende abgebildet, Schnittpunkt als Schnittpunkt, 
Berührungspunkt als Berührungspunkt. 

Eine Gerade kann als Bild einer Geraden der Kreisfigur den Kegel- 
schnitt in zwei Punkten schneiden, oder berühren (in einem Punkt), oder 
gar nicht treffen. Von einem nicht der krummen Linie an gehörigen Punkt 
lassen sich entweder zwei oder keine Berührende ziehen. 

Da die Bilder von vier harmonischen Punkten selbst wieder solche 
sind (S. 45, § 15,4), so folgt aus § 17,2 (S. 49): 

b) Bei allen durch einen Kegelschnitt gelegten Strahlen eines Punktes 
liegen die ihm harmonisch zugeordneten Punkte auf einer Geraden, der 
Polare des Pwnktes. Die Bilder von Pol tmd Polare sind ebenfalls Pol 
und Polare, 

c) Ebenso lassen sich die Sätze von Pol und Polare, Viereck und Vier- 
seit im Kreis (S. 49, § 17,3 — 8) auf die Kegelschnitte übertragen, da sie 
sich nur auf Gerade und ihre Schnittpunkte- oder Berührungspunkte be- 
ziehen. 

Man erhält also die Polare zu einem Punkt oder den Pol zu einer 
Geraden durch ein SeBhenviereck oder berührendes Vierseit. 

d) Der Pol (P) der Flu^htgeraden (f) der Kreisfigur wird als Mittel- 
punkt (P^) des Kegelschnitts abgebildet; 

denn von den Strahlen des Poles fallen im Bild die ihm zugeordneten 
Punkte in unendliche Feme, sein Bild selbst fällt also in die Mitte der 
Sehnen (S. 44, § 15,2 b). 

Bei der Abbildung des Kreises als Hyperbel (Fig. 94) ist der Pol der 
Fluchtgeraden Schnittpunkt der an den Punkten der Fluchtlinie berüh- 
renden Geraden; der MiiteHpu/nkt der Hyperbel ist der Schnittpunkt der 
Asymptoten. 

Die Sehnen durch den Mittelpunkt heißen Durchmesser. Die 
Parabel hat keinen Mittelpunkt in endlicher Entfernung; dagegen hat sie 
parallele Durchmesser in der Richtung nach dem unendlich fernen Punkt. 

e) Die Berührenden in den Grenzpunkten einer Sehne, die durch den 
Pol P der Fluchtgeraden geht, schneiden sich auf der Fluchtgeraden 
(S. 51, § 17,5 b'); hieraus folgt für das Bild der Sehne, das durch den 
Mittelpunkt P^ geht: 

Die beiden Berührenden an den Grenzpunkten eines Durchmessers sind 
parallel. 

Diese Berührenden und die ihnen parallelen Sehnen heißen dem 
Durchmesser zugeordnet (konjugiert). 
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f) Da dieser Durchmesser das Bild der Berührungssehne oder Polare 
des Fluchtpunktes der parallelen Berührenden und Sehnen ist, so folgt 
(S. 44, § 15,2h): 

Ein Durchmesser halhioi; die ihm zugeordneten Sehnen. 

g) Weiter folgt noch (aus S. 51, § 17,5bO: 

Die Berührenden in den Grenzpunkten einer Sehne schneiden einander 
auf dem ihr zugeordneten Durchmesser, 

3, a) Die Sätze von Pascal und Briamchon (§ 14,7, § 17,8, § 23,6, 
auch § 20,4), und die besonderen' Fälle, die sich aus dem Zusammenfallen 
zweier benachbarten Stücke ergeben (S. 70, § 23,7,) gelten für alle Kegel- 
schnitte, da sie nur die Lage von Punkten auf einer Geraden oder den 
Schnitt von Geraden in einem Punkt betreffen (2 a). 

Aus diesen Sätzen folgt: 

b) Ein Kegelschnitt ist eindeutig bestimmt, tvenn von ihm gegeben sind: 



a) fimf Pimkte, 

ß) vier Punkte und die Berührende 
in einem, 

y) drei Punkte und die Berührenden 
in zweien. 

Die fünf Punkte des Kegelschnitts 



«') fwnf Berührende, 

ß') vier Berührende und der Be- 
rührungspunkt auf einer, 

y) drei Berührende und die Be- 
rührungspunkte auf zweien. 

Die fünf Berührenden des Kegel- 



seien 1^34 5] ein beliebiger Strahl 1 Schnitts seien I II III IV F; von 
5Q kann nun einen Kegelschnitt durch j einem beliebigen Punkt Q^ auf V 
die fünf Punkte nur in einem solchen kann nun an einen Kegelschnitt, dem 
Punkt treffen, der mit den gegebenen diese Berührenden angehören, nur 
Punkten ein Pascalsches Sechseck 1 eine solche Berührende gezogen werden, 



bildet. Der Schnittpunkt von 12 
und 4 5 sei P, von 23 und 5Q sei 




die mit den gegebenen ein Brianchon- 
sches Sechsseit bildet. Die Yer- 



Fig. 95. 

Q, 34 treffe PQ in B] dann muß 
der Schnittpunkt 6 von Q5 und Bl 
dem Kegelschnitt angehören. In dieser 
Weise ist die Lage des Kegelschnitt- 
punktes auf jedem beliebigen Strahl 
durch 5 und somit der Kegelschnitt 
selbst eindeutig bestimmt. 




Fig. 96. 

bindungsgerade von JJ/ und IV V 
sei p, von Hill und Q^ sei q, von 
III IV und pq sei r; dann muß 
die Verbindungsgerade von Q^ und 
dem Schnittpunkt rl die Berührende 
des Kegelschnitts sein. So ist jede 
Berührende des Kegelschnitts, die 
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Indem man die Gerade s sich um P 
drehen läßt, gleiten die Schnittpunkte 
Q und R auf 33 und 34 hin, und 
man erhält durch die Verbindungs- 
geraden dieser Punkte mit 5 und 1 
beliebig viele Punkte des Kegelschnitts. 



durch irgend einen Punkt von V 
geht, und somit der Kegelschnitt selbst 
eindeutig bestimmt. 

Indem man den Punkt S auf p 
hingleiten läßt, drehen sich q und r 
um Q und R, und man erhält durch 
die Schnittpunkte dieser Geraden mit 
V und I beliebig viele Berührende 
des Kegelschnitts. 



Die vier übrigen Fälle ßy und ^y sind in diesen a und a ein- 
begriffen, indem hierbei nur zwei benachbarte Stücke zusammenfallen. 

Anmerkung. Daß zu solchen Stücken immer auch ein Kegelschnitt möglich 
ist, falls nicht drei Punkte auf einer Geraden liegen oder 3 Gerade durch einen 
Punkt gehen, wird bewiesen, indem man zunächst von den letzten Fällen y und y 
ausgeht. Man nimmt als Vorlage einen Kreis, der die beiden Berührenden be- 
rührt, und als Strahlpunkt deren Schnittpunkt, und bestimmt zu allen 5 Stücken 
die entsprechenden des Kreises; das Bild dieses Kreises ist dann der verlangte 
Kegelschnitt. Für ß zeichnet man nach Pascal noch eine Berührende und führt 
den Fall auf y zurück, ebenso dann a auf ß. 

Die Sätze § 20,4 (S. 60) lassen sich nun auch auf Kegelschnitte an- 
wenden, und für diese gelten dann auch deren Umkehrungen, wonach 
zwei gegenseitig hestrahlbare, aber nicht bestrahlt liegende 
Punktreihen durch die Verbindungs- 1 Strahlenbüschel durch die Schnittpunkte 
geraden entsprechender Punkte die ! entsprechender Strahlen die Punkte 
Berührenden 

eines Kegelschnittes geben. 

4. Ein Kegelsdinitt liegt bestrahlt von einem Kreis, wenn dies der FaU 
ist für je 

a) 5 Punkte derselben, a') 5 Berührende derselben, 

b) 4 Punkte und die Berührende b') 4 Berührende u/nd den Be- 
in einem von ihnen, rührungspunkt auf einer von ihnen, 

c) 3 Punkte und die Berührenden c) 3 Berührende u/nd die Be- 
in zweien. rührungspunkte auf zweien. 

Denn der Kreis mit fünf solchen Stücken gibt als Bild einen Kegel- 
schnitt, der zu den 5 andern Stücken gehört, da Punkte, Berührende und 
Berührungspunkte ihre Eigenschaft im Bild beibehalten. Dieses Bild des 
Kreises muß aber mit dem durch die fünf Stücke bestimmten Kegelschnitt 
zusammenfallen, da es zu diesen nur einen Kegelschnitt gibt. 

Um hierbei nachzuweisen, daß zwei Fünfecke oder Fünfseite gegenseitig 
bestrahlt sind, ist zu zeigen, daß füi* ihre Punkte und Geraden die in 
§21,2 und 3 (S. 62) angegebenen Bedingungen erfüllt sind. 

5. Ist P ein beliebiger Punkt innerhalb eines Kegelschnittes (d. h. 
innerhalb des Teiles der Fläche, durch den keine Berührende geht), ist 
femer AB der Durchmesser durch den Punkt, CD die zugeordnete Sehne 
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durch ihn, so bestimmt das vollständige Sehnen viereck AB CID dnreh die 
Verbindungsgerade der Nebenecken JB und L die Polare zu JP (2c); hierbei 
ist LB\ CJD^ da der Schnittpunkt von CD und iJB in unendliche Feme 
fällt, wenn P die Mitte von CD ist (S. 44, § 15, 2 b). Nehmen wir nun 
QS als Mittelsenkrechte zu LB und QS ~ QB und betrachten wir 8 als 
Strahlpunkt, LB als Fluchtgerade, so kann noch P^ als Bild von P auf 
SJP beliebig angenommen werden. Es ist dann C^P^JD^ II ^-R II GFJD 




Fig. 97. 



parallel der Bildachse (S. 62, § 21, 3 und 4), ferner A^C^ || 8B || JD^B^ 
und A^B^ II SL || C^B^^ da die Bilder von B und L in unendliche Ent- 
fernung fallen. Da nun BSL die Hälfte eines Quadrates darstellt, so ist 
A^B^C^D^ ein Quadrat, um das ein Kreis gelegt werden kann. Von 
diesem Kreis liegen dann nicht bloß die 4 Punkte A^B^G^D^^ sondern 
auch die Berührenden in A^ und B^ bestrahlt zu AB CD und den Be- 
rührenden in A und jB, da diese Berührenden parallel der Fluchtgeraden 
oder Achse sind. Der Kegelschnitt ist also (nach 4 b) ein von dem Bjreise 
bestrahltes Bild, wobei P das Bild des Mittelpunktes P^ ist (2d). 

a) Em Kegdschnitt kann als Bild Mies Kreises wnd zugleich em be- 
liebiger Ptmkt innerhalb der Linie als BUd des Kreismittelpmiktes oder eine 
Gerade außerhalb als BUd der unendlich fernen Geraden aufgefaßt werden. 
Hierbei entsprechen sich Punkt u>nd Gerade als Pol u/nd Polare, Der Durch- 
messer des Punktes im Kegelschnitt wnd seine zugeordnete Sehne sind 
Bilder zweier zu einander senkrechten- Durchmesser im Kreis. 

b) Man erhält den Strahlpunkt für diese Abbildung, indem man das 
vollständige Sehnenviereck der Grenzpunkte des Durchmessers (AB) u/nd der 
zugeordneten Sehne (CD) durch den Punkt (P) zeichnet und auf der Mittel- 
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senkrechten zu den äußeren Nebenecken (KL) den hcUhen Abstand derselben 
anträgt (QS =QB = QL). 

In obiger Figur hätte man QS auch auf der anderen Seite von LB 
antragen können. 

Dieser Satz wird angewendet, um Eigenschaften der Kegelschnitte, 
die bei der Abbildung sich nicht ändern, nachzuweisen, indem man diese 
Eigenschaften zunächst an der einfacheren Figur mit dem Kreis aufsucht. 
(Vgl. § 22, 4 u. § 23, 6.) 

B. Gleichungen der Kegelschnitte. 

6, a) Wenn von einer Ellipse ein Durchmesser -4^= 2a und der 
zugeordnete Durchmesser CD =25 gegeben ist, so ergibt sich ein weiterer 
Punkt nach Pascal, indem man die Berührenden in Ä und B^ die 
parallel zu CD sind, noch als gegeben annimmt imd in Ä mit 12, in 

B mit 45 bezeichnet, während C der Punkt 3 
sei. Auf irgend einer Geraden durch 5 
findet man dann den Punkt 6, indem 12 
und 45 den Punkt P^, 23 und die Gerade 
durch 5 den Punkt Q und QP:^ auf 34 den 
Punkt B ergibt; dann liegt 6 oder L im 
Schnittpunkt von BQ und AB. 

Zieht man durch L die dem Durch- 
messer zugeordnete Halbsehne LN =* y und 
bezeichnet den Abschnitt AN mit x^ so daß 

dann NB = (2 a — o;) ist, so folgt 

LN BZ 

im Zweistrahl LAN mit den Parallelen LN und BZ\ —r^ == -r^» 

AN AZ ' 

im Zweistrahl LBN mit den Parallelen LN und QZi ^r-wi =* ^^; 

^ NB ZB^ 

LN^ BZ QZ CO CO 

^ ^^ AN NB ~ ZB ' AZ ~~ OB ' OA' 

^^^"^ oßl^"-:^) ^\^^ y^ = ^x i2a-x) (Ellipsengleiehung). 

Für den Kreis über 2a als Durchmesser ist die Halbsehne F_La?, 
und die Kreisgleichung wird: 

so daß y : Y = 6 : a ; hiernach kann der Kreis benutzt werden, um die 
Ellipse zu zeichnen. (Parallel-Bestrahlung zwischen Kreis und Ellipse, 
vgl. S. 64, § 21,9). 

b) In der Hyperbel nehmen wir als Punkt 3 den unendlich fernen 
Punkt einer Asymptote an. Es ergibt sich dann ebenso: 

L N^ _ BZ QZ 

AN~' NB ~~ ZB ' AZ ' 
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Wenn wir nun noch den Abschnitt der in Ä Berührenden vom Be- 
rührungspunkt bis zur Asymptote mit h bezeichnen, so verhält sich 

BZ:ZB-^b:a-^QZ: ÄZ, 



also 



y' 



a 



t ) 



jc(2a -f" ^) 

2/« «^Ä? (3a + 05) 



(Hyperbelgleichung)* 

c) In der Parabel sei Punkt 3 
ein beliebiger Punkt der Parabel. 
Die Halbsehne zu 8 sei ^^, der zu- 
gehörige Abschnitt des Durchmessers 




rCj. Dann verhält sich 

LN BZ 



Fig. 99. 



und 



AN 
QZ 
AZ 



AZ 

Vi 

— — • 



AZ 



R 



Da iJV^=- QZ ist, so folgt: 



AN 



Vi' 



X, 



X 



yil 

X, 



d. h. dieser Ausdruck 



/lj^ 


^i ♦- 


L^^ 


k '^ 


x^l 1 1 


>*'n 


\N z ! 


BJ'-> 


xr^'^ 





bleibt für alle Punkte der Parabel der gleiche: 

' i> 7 !/* =» P^ (ParaJbelgleiehung). 



X 



i 



Fig. 100. 



7. Wenn man um den Mittelpunkt eines Kegelschnitts einen 
Kreisbogen beschreibt, so ist die gemeinsame Sehne EF senkrecht zu 
dem sie halbierenden Durchmesser AB^ dem sie zugeordnet ist (2, f). 
Der Kreis um AB als Durchmesser hat mit 
dem Kegelschnitt die Grenzpunkte A und B 
und ihre Berührende gemeinsam, also vier 
Stücke, und kann daher den Kegelschnitt in 
keinem weiteren Punkt treffen, da er andern- 
falls ganz mit ihm zusammenfallen müßte 
(3, b,y). Der Kreis schließt den Kegelschnitt 
entweder ganz ein und hat als Durchmesser 
den größten Durchmesser oder die große 
Achse (Hauptachse) der Ellipse, oder er 
schließt ihn ganz aus und hat den kleinsten 

Durchmesser, die kleine Achse der Ellipse, die reelle Achse (Haupt- 
achse) in der Hyperbel. Es ist hiermit auch bewiesen, daß es nur ein 
Paar zueinander senkrechter zugeordneter Richtungen gibt. Bei der 
Parabel (Fig. 102) sei s senkrecht zur Richtung des Durchmessers a^\ 
dann ist der diese Sehne halbierende Durchmesser a die Achse der Parabel. 




Fig. 101. 



H.enrioi n. Treutlein, Lehrb. d. Elom.-Geometrie. II. 3. Aufl. 
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a) Die JEMipse v/nd die Hyperbel haben zwei zueinander senkrechte 
Mittellinien oder Achsen, die Parabel hat eine einzige. • 

In der Hyperbel sind die Achsen natürlich auch 
Mittellinien oder Winkelhalbierende der in unendlicher 
Feme Berührenden. 

Nehmen wir an, die Kegelschnitt-Gleichungen in 6 
beziehen sich auf die halbe Hauptachse a und die zu- 

geordnete Halbachse &, und setzen wir noch — ~ p. so 
Fig. 102. f^ 

nehmen die Gleichungen folgende Form an: 
für die Parabel y^ = px für die Ellipse y^ == px — y~ 

für die Hyperbel y^ = px + "^ — 

25* 
Die Größe p == — heißt der Parameter des. Kegelschnittes, x die 

Abszisse, y die Ordinate eines Punktes des Kegelschnittes. 

Während das Quadrat der Ordinate eines Punktes dem Produkt des 
Parameters und der Abszisse in der Parabel gleichkommt {%aQaßakXBiv\ 

fehlt (iXXetTietv) ihm hierzu in der Ellipse die Größe y- und über- 
trifft (iTteQßdlXetv) es in der Hyperbel das Produkt um diese Größe. 
Die Pimkte der Hauptachse, deren Ordinate gleich dem halben Para- 

meter ist, y =" ^ (die Sehne 2y = i>), heißen die Brennpunkte, Die Polare 

eines Brennpimktes heißt Leitgerade, 

p &* 
Die Abszisse der Brennpunkte ergibt sich, indem man ^ == 0^ = — setzt, 

P^ . p 

in der Parabel aus ^ = px^ nämlich: x = -r^ 



m der Elhpse aus ^ = -« = — x ^ x^ , x =^ a 4- j/a^ — t> , 

in der Hyperbel aus^^^ä^ — x + -^ x^ ^ x ^ — a ± ya^ + b^ , 

b) Die Ellipse hat zwei Brennpunkte auf der großen Achse im Äbstcmd 
c ^ Ya^ — b^ vom Mittelpunkt, die Hyperbel hat ebenfalls zwei auf der reeUen 
Achse im Abstand c = ]/a^ + b^ vom Mittelpunkt, die Parabel hat einen auf 

der Achse im Abstand ^ vom Scheitel, 

4 

Dieser Abstand c (die lineare Exzentrizität) ist leicht durch ein 
rechtwinkeliges Dreieck aus a und b zu erhalten. 

C. Eigenschaften der Brennpunkte. 
8. Die Eigenschaften eines Brennpunktes ergeben sich als Folge- 
rungen der Vereinigung von Strahlpunkt und Kreismittelpunkt in ihm: 
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Jeder Kegdschmtt ist das Büd eines hdiebigen Kreises mit dem 
BrennptmM als Mittelpu/nM wnd StraJUptmkt tmd mit der Leitgeraden aiß 
Fluchtgeraden, 

Zur Begründung dieses Satzes 
ist für den Brennpunkt F als 
Strahlpnnkt die in 5 b bestimmte 
Lage nachzuweisen; d. h. wird wie 
dort zu F das Viereck AB CD 
mit den Nebenecken L und B ge- " 
zeichnet, so ist für den Strahlpunkt 
F nachzuweisen, daß FQ = QL 
ist. Da die Mitte von AB ^ F 
und Q harmonisch zugeordnete 
Punkte sind, so ist 




1€» 



OFOQ=OA^ (S. 21, § 7,4) 



Fig. 108. 



oder c • OQ = a^ 



a' 



0Q = ^, 



FQ^OQ-c^ 



a' — c' 



hl 
c 



a 



Femer ist AQ = OQ — a ^ ~ (a — c) und da FA ^ a^ c^ so verhSlt 



sich 



AQi FA ^ a:c, 



daher auch LQ : FC = AQ : FA = a: c und da FC = — ist (7), so er- 

a 



gibt sich 



X(? = 



a 



a 
c 






also 



FQ = LQ. 



Das Bild des Kegelschnittes mit F als Strahlpunkt und BL als Flucht- 
gerade ist also ein Kreis (5 a). Zugleich muß das Bild von F^ des Poles 
der Fluchtgeraden JBX , d. i. der Mittelpunkt des Kreises (5 a) auf F 
fallen, da der Strahlpunkt sich selbst als Bild entspricht. 

Das gleiche ergibt sich für die Hyperbel. In der Parabel liegt A 
in der Mitte von FQ , da JB in unendliche Entfernung fällt, BB^ \\ FQ , 
woraus sofort folgt FQ = QB (= FC). 

Zusatz. Der Kreis um den Brennpunkt kann dazu dienen, zu einem 
gegebenen JSrennpunkt u/nd drei PimJäen oder Berührenden des Kegelschnitts 
weitere Stücke (z. B. die Grenzpunkte der Achse) zu bestimmen, indem 
man die gegebenen Stücke und dann auch die gesuchten als Bilder von solchen 
am Kreis auffaßt. Bei drei gegebenen Berührenden löse man zuerst die 
Aufgabe aus I. Teil XVI, 4r (S. 130). 

9, Fällt man von einem Punkt P des Kegelschnittes (Fig. 104) die 
Senkrechte PK auf die Leitgerade KM, so ist zu F als Strahlpunkt das 
Büd dieser Geraden P^ N^ parallel zu dem Strahl FK nach dem Fluchtpunkt K 
auf der Fluchtgeraden JTJf zum Kegelschnitt. Umgekehrt bestimmt der Strahl 
jPJYi II PK den Fluchtpunkt N^ und die Fluchtgerade JV^ V^ zu dem Kreis, 
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der das Bild des Kegelsohnittes ist. Nun ist ^ FPK oo FP^ N^ , somit 
yerhält sich FP : PK = FP^ : FN^ = V : d , wenn r der Halbmesser des 




Tlg. 104«. 



Fig. ÜMb. 



Kreises mid d der Abstand seiner Fluchtgeraden vom Mittelpunkt ist. Da 
letzteres Verhältnis für alle Punkte des Kreises unverändert bleibt, so gilt 
das gleiche für das erstere Verhältnis bei allen Punkten des Eegelschuittes. 

In einem Kegelschnitt ist das ■Verhältnis der Abstände eines PanMes 
vom Brennpunkt und von der Leitgeraden unverändwlich; es ist <^1 hei 
der Ellipse, = 1 hei der Parabel, >■ 1 öei der Hyperbel. 

Denn wenn FN^ = d>r ist, (Fig. 104a) so trifft die Fluehtgerade 
den Kreis nicht und das Bild des Kreises ist eine Ellipse, für FN^ ^ d -^ r 
(Fig. 104 c) ist die Fluehtgerade Berührende und der Kegelschnitt eine 
Parabel, für J'JV, .^ d<r (Fig. 104b) eine Hyperbel. 

Der allgemein geltende Wert dieses Verhältnisses Usst sich auch aus dem 
besonderen des Scheitelpunktes A der Hauptachse erkennen; es verhält sich 
nämlich (nach 8) FA:AM:=c:a (Exzentrizität). 

10. Die Strahlstrecke vom Brennpunkt nach einem Punkt des Kegel- 
schnittes heißt Fahrstrahl*) 



der Leitgeraden bei Ellipse und Hyperbel PK = 



— 4- r cos B = FM (Fig. 104a und b) = - 
bei der Parabel (Fig. 104c) 

KP = r. fiK=.|, r + rco 
(Polargleichungen der EegeUchnitte). 
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Von der in P Berührenden erhält man durch den Strahl FQ, der 
parallel znr Berührenden P, F^ im Kreis ist, den Fluchtpunkt Q auf der 
Fluchtgeraden KM; da die Berührende i\ Y^ _L FP^ ist, so ist auch 
FQJ_FP. Nun ist Q auch der Fluchtpunkt zu der Berührenden im 
undem Schnittpunkt der Geraden FP mit dem Eegelschnltt, da die But- 
sprechende Kreisberfihrende der in P^ parallel ist; Q ist also der Pol von 
FP nach § 17,3 a' (8.49). 

Der Strahl vom Brennpunkt nach dem Pol eines Fahretrahles ist senk- 
recht eu diesem. 

11. In der Parabel ist FP^PE, da P'P^ = F^T^ ist (9): 

a) Der Abstand eines Parabebpimktes 

vom Brennpunkt ist gleich dem von der Leit- — 

geraden. y 

Die Berührende PQ trifft (nach 10) " 

die Leitgerade in Q so, daß ^ PFQ = 
= B = PEQ; daher ist ^ PFQ ^ PKQ , 
■^QPF-QPE, d. h.: 

b) Die Berührende einer Parabel büdet 
mit dem Fdhrstrahi imd der Achsenrichtung 
glekhe Winkel. 

Dann ist PQ Mittelsenkrechte im gleich- 
schenkeligen Dreieck FPE, also: ^^^ 

e) Die Berührenden der Parabel sind 
die MiHelsenhrechten der Strahlstrecken vom Brennpunkt nach den Punkten 
der Leilgeraden; — der Berührungspunkt liegt jeweüs auf der Senkrechten 
{KP) in diesen Punkt der Leitgeraden. 

Die Berührende trifft EF in der Mitte L; und da AF— AM, so 
ist AL !|-ffitf, d. h. AL ist die Berührende im Scheitel A der Parabel. 

d) Die Berührenden der Parabd sind die Senkrechten an den End- 
punkten der Strahlstrecken vom Brmfipimkt nach den Punkten der Be- 
rührenden im Scheitel der Parabd; — die Strahlstrecke (FL) ist die Mittel- 
senkrechte ewischen dem Berührungspunkt und dem Schnittpunkt der Be- 
rührenden mit der Achse der Parabd. 

Das letztere ergibt sich leicht mit Beachtung der Lage, in die LEP 
durch die Umdrehung um L kommt. 

Diese Sätze dienen zur Bestimmung von Punkten und Berührenden der 
Parabd; xenm der Brennpunkt und die Leitgerade gegeben sind. 

12. Für die Ellipse und Hyperbel ergeben sich diesen Sätzen 
entsprechende, in denen beide Brennpunkte in Betracht kommen. Für beide 
Brennpunkte gilt (9) in Fig. 104a und b: 

FP:KP — e:a — F,P:PK,, 
woraus folgt (F, P±FP):FP~- (PÄ^ ± EP) : EP, 
wobei das obere Zeichen der Ellipse entspricht, das untere der Hyperbel. 
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(F^P ± PF) : KK^ ^PFiPR^cia. 


Nun ist 


KK^ - ?Jf Ml - — (siehe in 8), 


also 


F,P±PF-=^2a. 



a) In der Ellipse ist die Stimme der Fährstrahlen eines Punktes gleich 
der großen Achse, in der Hyperbel der Unterschied der Fahrstrdhlen gleich 
der reellen Achse, 

Wenn die Brennpunkte und die Achse gegeben, so erhält man Punkte 
des Kegelschnitts, indem man mit den beiden Teilen, in die ein beliebiger 
Punkt die Achse (ihre Verlängerung bei der Hyperbel) teilt, Kreisbögen 
von den Brennpunkten aus beschreibt und deren Schnittpunkte bestimmt. 
Legt man einen in sich geschlossenen Faden um Stifte in den Brenn- 
punkten, so beschreibt der den Faden spannende Stift eine Ellipse. 

Femer folgt aus obiger Verhältnis-Gleichung: 

F^PiFP^ PK^ : PK = PQi : PQ; 
da noch <^ PF^ Q^^E^ PFQ, 

so ist A -Fl Pol ^ FPQ, <^ F^PQ, - FPQ. 

b) Die Berührende eines Kegelschnittes bildet mit beiden Fdhrsi/rahlen 

des Berührungspunktes gleiche Winkel. 

Licht- und Wärmestrahlen, die von einem Brennpunkt ausgehen, haben 
nach der Zurückwerfung am Kegelschnitt im andern Brennpunkt ihren Strahl- 
punkt; in der Parabel (Hb) werden sie parallel zur Achse zurückgeworfen. • 

Trägt man an (oder auf) den einen Fahrstrahl F^ P (Fig. 105 a und b) 
den andern F^P = FP an, so ist F^F^^^ 2 a, und für die Punkte F^ und T 
ist die Berührende in P die Mittellinie, da ^ FPL = F^PL ist. 

c) Die Berührenden des Kegelschnitts sind Mitteismkredite m den 
Strahlsirecken von einem BrennptmM zu den Punkten des Kreises, der mit 
der Hauptachse als Halbmesser um den andern Brennpunkt beschrieben isf^ 
— der Berührungsptmkt liegt jeweils auf dem Halbmesser (JPii^s) ^^ Punktes 
dieses Kreises, 

Nun ist FL =- LF^ und FO ^ OF^, somit 

OL II F^F^ und OL =- ^^iF^ = «. d. h.: 

d) Die Berührenden sind die Senkrechten an den Endpimkten der 
Sirahlsirecken vom Brennpunkt nach den Punkten des Kreises um die 
Hauptachse als Durchmesser; — die Fahrstrahlen des Berühru/ngspunktes 
si/nd jeweils parallel m den Halbmessern {OL) dieser Punkte des Kreises, 

Wie nämlich OL\\F^F^, so ist auch J^P || Oii- 

Die Senkrechte F^L^ vom zweiten Brennpunkt auf die Berührende 



§ 25. Die Kegelschnitte als Bilder des Kreises. 
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FL liegt dann gegengesetzt zu FL^ in Bezug auf den Mittelpunkt 0, und 
es ist in dem Kreis um (S. 24, §9,2 und e) 

FL . F^L^^FL'FL^^FA'FB^{c — a) [c + a) « c^ — a^ = T fc^ (7;. 




Fig. 105 a. 



Fig. 105 b. 



e) Bas Frodukt der Abstände der beiden Brennptmkte von einer Be- 
rührenden hat für aUe Berührende einen tmveränderUchen Wert == b^, 

Anmerkung über Planeten-Bewegung. Die Sätze 12c und e können 
(nach Maxwell) dazu dienen, aus den Keplerschen Gesetzen der Planeten- 
bewegung das Newtonsche Gesetz der Anziehung der Sonne abzuleiten. Nach 
dem ersten Keplerschen Gesetz bewegen sich die Planeten in Ellipsen um die 
Sonne als deren gemeinsamen Brennpunkt, und nach dem zweiten beschreibt 
der Fahrstrahl eines Planeten in gleichen Zeiten Flächen von gleicher Größe. 
Ist V der Weg des Planeten in einem bestimmten Zeitteilchen (Sek.) auf der Be- 
rührenden in P, so ist der Inhalt des Dreiecks, das der Fahrstrahl von F^ (der 

Sonne) beschreibt, = ^ — - = k eine für alle Punkte der Bahn und gleiche 



2 



Zeitteilchen unvei^nderliche Größe; es ist. also v »s 



2k 



F,L, 



, und da JF\ L^ • FL 



2k k 

= 6* (12 e), so folgt t? =— . FL = ^ • FF^. Nach Verlauf des Zeitteilchens 

k 
ist die Geschwindigkeit auf der nächsten Berührenden i?' >= p- • FF^^ wobei JP, 

mit F^ auf dem Kreis um.^j liegt, dessen Halbmesser ^^F, = 2a ist (12c). 
Nun verhält sich FF^' : FF^ = ©' : i?, und beide Größenpaare schließen den 
gleichen Winkel ein, weil [sie] paarweise senkrecht zueinander. sind (12c). Ist 
nun g die Geschwindigkeit, die (gemäß dem Gesetz der Zusammensetzung von 
Geschwindigkeiten) mit v zusammen die neue Geschwindigkeit v' (nach Ablauf 
der Sekunde) bestimmt, so bilden vvg ein Dreieck, das dem A FF^F\ ähnlich 

k 
ist, so daß 5^ == ^i • F^ F^ und die Richtung von g _LF^F^ Die Strecke JP, F\ 

kann aber als sehr kleiner Bogen des Kreises um F^ 8.ufgefaßt werden, so daß 
die Richtung von g mit der von F^F^ zur Sonne hin geht. Wenn a der 
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Winkel ist, um den sich der Fahrstrahl JF\ P = r nach F^ P' gedreht hat, so 

ist F^ 2^, = 2a. arca, ^ = }T~ * ®^^"* ^^"^ ^^^* ^^^^ ^^ ^^^ ** ^ Zeitteilchen 

r* 

beschriebene Fläche auch als Kreisausschnitt auffassen, so daß --- • arca =» X;, 

2 

2k 4aik* 1 

arca ;== — =- und g = '■■ , , • -^ , in welchem Ausdruck nur r veränderlich ist. Die 

Bewegung ist also in jedem Zeitteilchen bestimmt durch die bis dahin erlangte 
Geschwindigkeit v und eine gegen die Sonne gerichtete Beschleunigung g, die 
im quadratischen Verhältnis mit der wachsenden Entfernung abnimmt. 



Zweite Abteilung. 

Bereclmimg der Größen der ebenen Geometrie. 



IIL Abschnitt. 




Berechnung von Strecken, Flächen und Bögen. 

Siebentes Kapitel. 
Strecken und Fläclie des Dreiecks und Vierecks. 

§ 26. Verhältnisse von Fläelien nnd Inhalts-Berechnnng. 

1. Wir vergleichen zunächst Rechtecke R nnd r von gleicher 
Gmndseite g und beliebif^en. Höhen H und Ä. Zunächst nehmen wir 
an^ daß diese Höhen ein gemeinsames 
Maß haben^ das sich xmsl auf j5^ und j/mal 
auf h abtragen läßt. Dann kann man durch die 
Endpunkte dieser Abschnitte Parallelen zu ff 
g ziehen und dadurch Um Xy r iny kleinere 
untereinander gleiche Rechtecke s zerlegen 
(L Teil §44,2). Somit ist: 

H: h =^ X :y =- xs :ys = R:r. 

Haben dagegen die Höhen H und h kein gemeinsames Maß, so 
ist dies auch für die Rechtecke der Fall; gleichwohl gilt auch für solche 
die eben aufgestellte Gleichung. Denn angenommen, es ist p der rc*® Teil 
von H und geht ^mal auf Ä, wobei noch ein kleiner Rest <Cp übrig 
bleibt, so ist 

E=xp und yp<h<(y + l)p, 



_JIJL- 



9 




Fig. 106. 



also 



oder 



yp < A < ^y + ^)^ 

xp 



xp 

X 



< 



h 
H < 



xp 

2/ + 1 



X 



Zieht man zu g die Parallelen durch die Teilpunkte, so wird das Recht- 
eck B in X gleiche Rechtecke zerlegt, r in g eben solche, wobei noch ein 
kleineres Rechteck übrig bleibt. Es ist dann B ^== xs, ys<Cr<C(y-{-l)s, 



also 



oder 



xs 

y. 

X 



<^< 



xs 



r 



<B< 



xs 

X ' 
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so daß r : JB wie li : H stets zwischen dieselben Grenzen 



2/ + 1 



X 



und 



fällt. Da man nun deren Unterschied 

X X 



1. 

X 
X 



M 



/? 




« 


G 




y 




r 



H 



Fig. 107. 



kleiner machen kann als jede beliebig kleine Zahl — denn es kann die 
Zahl X der Teile beliebig groß gewählt werden — , so ergibt sich, daß 
die Verhältnisse r : jB und h : H sich um keine meßbare Größe unter- 
scheiden, d. h. es ist r : B = Ä : i^. 

Wir folgern also: 

Die Inhalte von Bechtecken, die in einer Seite übereinstimmen, 
verhalten sich wie die nichtübereinstimmenden Seiten. 

2. Nun vergleichen wir Rechtecke R und r, deren Seiten ö, H 

und g, \ nicht übereinstimmen. Hier läßt 
sich zur Vergleichung ein drittes Rechteck 
Q benutzen^ das g und H als Seiten hat. 
Dann ist: 

r : Q ^ h: Hy und 

Q : R = g : G. 

Vervielfacht man diese Verhältnisse mitein- 
ander, so folgt: 

r : R ^ gh : GH, d. h.: 

Die Inhalte beliebiger RechtecTce verhalten sich wie die Produkte 
aus (den Maßzahlen von) je zwei aneinander stoßendeti Seiten, 

3. Ein Parallelogramm ist inhaltsgleich einem Rechteck von 
gleicher Grundseite und Höhe; ein Dreieck ist die Hälfte eines 
Parallelogramms von gleicher Grundseite und Höhe (I. Teil § 44, 2 und s). 
Somit folgern wir aus 1 und 2: 

a) Die Inhalte von Parallelogrammen (Dreiecken) mit gleichen 
Grundseiten (Hohen) verhalten sich wie ihre Höhen (Crnindseiten), 

b) Die Inhalte von Parallelogrammen (Dreiecken) verhalten sich 
tvie die Produkte aus Grundseite und Höhe, 

Die Aufgabe: ein Parallelogran,m oder Dreieck in gegebenem Ver- 
hältnis zu teilen, wird hiernach mittels Teilung einer Seite gelöst. 

4. Dreiecke, die in einem Winkel übereinstimmen, lassen 

sich so aufeinander legen, daß die Winkel ein- 
C ander decken, wie BAC und B^AC^, Zieht 

man noch B^C, so verhält sich 

A BAC: B^AC == AB : AB, (nach 3), 

A^ J: ^4 AB^ACiB^AC, ^ AC : AC,-, 

hieraus folgt: 
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/\BAC:B^äC^^{ÄB'ÄC):{ÄB^'ÄC^), d. h.: 

Die Inhalte von Dreiecken (Parallelogrammen), die in einem Winkel 
übereinstimmen, verhalten sich wie die Produkte der diesen Winkel ein- 
schließenden Seiten, 

5. Stimmen zwei Dreiecke in je zwei 
Winkeln überein, d. h. sind es ähnliche 
Dreiecke (A ABC un ÄB^C^), so kann in 
der vorletzten Verhältnisgleichung von 4 
äC : AC^ durch AB : AB^ ersetzt werden; 
also verhält sich dann: 

A BAC: B^AC^ = ^l& : ~AB^\ 

In beistehender Figur z. B. verhalten sich die Seiten wie 3:5, die 
Zahlen der einbeschriebenen gleichen Dreieckchen wie 9 : 25 = 3*: 5^. 

Ahnliche Figuren lassen sich je in gleichviele ähnliche Drei- 
ecke zerlegen, deren entsprechende Seiten untereinander in gleichem 
Verhältnis stehen; so folgt (mit Berücksichtigung von §2,6): 

Die Inhalte ähnlicher Figuren verhalten sich wie die Quadrate 
entsprechender Seiten (oder Strecken), 

Zusatz. Aus der Verbindung dieses Satzes mit dem pythago- 
reischen ergibt sich der folgende: 

Beschreibt ma/n über den drei Seiten eines rechtwinkeligen Dreiecks 
als entsprechenden Seiten ähnliche Figuren^ so ist die Fläche der Figur 
über der Hypotenuse gleich der Summe derer über den beiden Katheten, 

6. Um die Größe der Flächen durch [Zahlen angeben zu 
können, vergleicht man dieselbe mit einer als Einheit angenommenen 
Fläche, der sogenannten Flächeneinheit und mißt, wievielmal diese 
in jener enthalten ist. Als Flächeneinheit wird am zweckmäßigsten 
die Fläche eines Quadrates gewählt, dessen Seite gleich der 
Längeneinheit ist. Der Flächeninhalt wird dann ausgedrückt 
durch die Zahl der Flächeneinheiten, deren Summe der betreflFenden 
Fläche gleichkommt (vgl. I. Teil § 43, i-3 uud § 47). 

Nach 2 läßt sich nun der Inhalt eines Rechtecks leicht an- 
geben. Sind nämlich g und h die Längenzahlen (siehe S. 8, § 1, s) 
seiner Grundseite und Höhe, während die der Flächeneinheit 1 und 1 
sind, so ist das Verhältnis beider Flächen g -h :\ - 1, d. h. der Flächen- 
inhalt des Rechtecks ist =^gh. 

Man erhält den Inhalt 

a) eines Rechtecks, indem man zwei benachbarte Seiten 
desselben miteinander vervielfacht (in betreflF der Ausdrucks- 
weise siehe § 1, s) ; 

b) eines Quadrates, indem man eine Seite mit sich 
selbst vervielfacht. 
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t 

Hieraus fließen in Verbindimg mit den Sätzen im I. Teil § 44, 
2a, 3a und 4 die folgenden Sätze: 
Man erhalt den Inhalt 

c) eines FaraUelogramms, indem man die Grundseite 
mit der Höhe vervielfaeht; 

d) eines Dreiecks ^ indem man die halbe Grundseite 
mit der Höhe vervielfaeht; 

e) eines Tra/pezes^ indem man die Höhe mit der halben 
Summe der beiden FaraZlelen (oder mit der Mittelparal" 
lelen) vervielfa^iht. 

§ 27. Berechnung von Strecken nnd der Fläche eines Dreiecks und 

eines Sehnenvierecks. 

!• Im rechtwinkeligen Dreieck (Fig. 110a) sei die größte 
Seite c, die beiden andern = a und 6, die Höhe auf c sei = ä und 
die Abschnitte der größten Seite seien = p und q. Dann folgt aus 
§ 8, 2, 3 und 4 (S. 23): 

1) a^ = pCy b^ = qCy 

2)ä2=M, 

3) ch = ab (doppelter Flächeninhalt), 

4) a» + &2 _ c\ 

wonach aus zwei gegebenen Größen die andern berechnet werden 
können. 

2, Auf das schief winkelige Drei- 
eck läßt sich der pythagoreische Lehrsatz 
anwenden, indem mau die Höhe h^ J^c 
zieht; der an die Seite a nicht angren- 
zende Abschnitt sei 6g, dann ist der an- 
grenzende = c T 63, und es ergibt sich: 





¥^ 6, 




Fig. 110 b. 



(0*ds) 



o? = (c HF 63)^ + K = c^ T 2 C63 + 632 + Ä 



2 
3 ? 



während 63^ + \^ = 6»; 

somit ist «2 = &^ + C^ + 2 cb%. 

Dies ist der sogenannte allgemeine pythagoreische Lehr- 
satz für das schiefwinkelige Dreieck (vgl. L Teil §44,io): 

In einem Dreieck ist das Quadrat der Gegenseite eines 
spitzen (stumpfen) Winkels gleich der Summe der Qu,a>drate 
der beiden andern Seiten vermindert (vermehrt) um das 
doppelte Produkt aus einer dieser Seiten und ihrem Ab- 
schnitt unter der anderen* 

3, Berechnung der Höhen und des Flächeninhalts eines 
Dreiecks aus den Seiten. — Aus der eben abgeleiteten Formel 



§ 27. Berechnung von Strecken und der Fläche eines Dreiecks. 95 

folgt: feg = ± —-^-2^ 

Daher ist: 

___ (2&C + &' + c* — g'} (26c — &' — c* + g«) 
"" 4c* ' 

also ist 

4c%3^ = [(& + cf - a«] [a^ - (6 - c)^ 

. = (6 + c + a) {b + c — a) (a — b + c) (a + 6 — c). 

Setzt man zur Abkürzung: 

a + b + c = 2Sy 00 ist: 

— a + 6 + c = a + 6 + c — 2a = 25 — 2a = 2(5 — a), 

und wird (^ — a) = 5^ , (s — 6) = 5^ , (5 — c) = ^3 gesetzt, 
so findet sich: 

4c«V = 25-25i.252-258, 



A„« = 



4:SSiS^8f^ 



"3 c* » 



/^ — - y s 81828^ . 



c 



Dies eingesetzt in die Inhaltsformel J= -^ ' h^ gibt als 



Inhalt des IPreiecks J^yssiSiSzy 
d. i. die sogenannte Heronische Formel. 

Beispiel: Gegeben: Berechnet: 



a= 13 


s =21 


e7-')/21 .8-7.6 


b^U 


5i« 8 


- 1/3.72. 4. 7.23 


c= 15 


«2«= 7 


1/32 . 73 . 42 


28 - 42 


83= 6 


- 3 . 7 . 4 - 84. 



also: 

Zusatz. Ist das Dreieck gleichseitig, so ist 

somit ergibt sich als Inhalt des gleichseitigen Dreiecks 

4. Berechnung der Schwerlinien und Winkelhalbieren- 
den, im Dreieck. — Die Strecke e eines beliebigen Eckstrahles 
von ab aus nach der Gegenseite c teile diese in die Abschnitte p 
und q] die Höhe zu c begrenze den an c angrenzenden Abschnitt x. 
Dann ist 
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im Dreieck aep: a^ =^ ^ -\^ p^ ^ 2px 

im Dreieck heq: 6^ =- e^ + g* + 2qx'^ 

nun vervielfacht man die erste Gleichung mit q, 
die zweite mit p und zählt zusammen: 

a^q + Vp^e^ (« + 1>) + pg + Ö') =- e*c + P«^, 
woraus: e^ = — ^^-^ — -- — pq, 

a) Für die Schwerlinie e^m^ ist 



also: 



m^^ 



a* + &' 



4 • 



h) Für. die Winkelhalbierende w^ ist (S. 20, § 7,2) 
p : 2 = a : 6 und |> -|- gr = c; 




also 



V 



ac 



und 
^ Für e = W ist somit: 



Q- 



hc 

a + b' 



a^q + h^p = "-^P^ = ahc. 



8 



W, 



2 



8 






Fig. 112. 



ab 



ab 



oder 



2 4a&5$s 

^8 -(^qp6)"«' 



(S:^V (a + 6 + c) (a + 6 - c) 
somit 



w. 



yab ^/ 



Auch durch Benutzung des dem Dreieck umbeschriebenen Kreises 
und der ähnlichen Dreiecke BCYt^XCA (Fig. 112) ergibt sich: 

w^xb ^ ai{w^-\- z)y w^^ ^ ab — w^z = ab — pq . 

5. Berechnung des Halbmessers des Dreiecksumkreises. 

— Wenn CX (Fig. 113) ein Durchmesser des 
Kreises, so ist 

^CXB^CAB, 

^XBC^R^AC^C, 

somit A XCBooACC^, 

also d : a = & : Ag , 




Pig. 118. 



woraus 



d 
2 



oder 



r = 



ab 
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2J 



und da /ijj = — , so ist der Halbmesser des Dreieeksumkrelses 



r 



abc 



wo J nach 3 durch die Heronische Formel zu ersetzen ist. 

6. Berechnung der Halbmesser des Inkreises und der 
Ankreise eines Dreiecks. — a) Nach I. § 35,2 ist (Fig. 114): 

AF = «1 « s — a , BF^ == Sg =- 5 — c , 

FB==^s^=^s-b, ÄF^^s. 

Weil A ÄMF(^ AM^F^, so ist: Q'h'^Qx'^^j 

und weil A FMB C/o F^BM^ , so ist: Q'S^^s^\ 
hieraus folgt durch Vervielfachung und Teilung: 



.2 . 



-_ « 2 



Q" : s^s^ = Sg : 5 und Sg : 5^ — q^' 
also der Halbmesser des Dreiecksinkreises 



SS. 



8? 



=Y 



s 



oder 9 = —; 



s 



ferner q^ = 1/-*^, und entsprechend q^ = 1/-^-^ und q^ =l/*ii^ 



b) Übrigens ergibt sich 
auch leicht aus der Betrachtung 
der Figur, daß 
A ABC = AMB + BMC 

+ QMA 
ist, also 



Q 



J 

8 




In ahnlicher Weise folgt: 



9l=-, 9«=-, 98=-- 



8 



8^ 



«, 



7. Die Eckenlinien im Sehnenviereck. — a) Trägt man 
im Sehnenviereck AB CD die Seite DG von A 
aus als Sehne AK in den Kreis und verbindet 
K mit B, so entstehen über der Eckenlinie AC 
zwei Dreiecke ALB und LCB, die den an der 
andern Eckenlinie BD angrenzenden Dreiecken 
pCB und ADB ähnlich sind, wie sich aus der 
Übereinstimmung der ümfangswinkel zu gleichen 
Bogen ergibt. Hieraus folgt nun: 

AL:a=c:ey e-AL^ac 

Henrlci u. Treutlein, Lehrb. d. Elem.-Geometrie. IL S. Aufl. 
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also 



LG: b^ die, e- LG ^hd 

e(ÄL + LG)^ac + bd, 

e •/== ao + bdß d. L: 



Im Sehnenviereck ist das Produkt der beiden Eckenlinien gleich 
der Summe der Produkte der Gegenseiten. (Ptolemäischer Lehr- 
satz 150 n. Chr.) 

b) Dieser Satz läßt sich zur Berechnung der Eckenlinien ver- 
wenden. Im Sehnenviereck AB CK ist nämlieb: 

AC'BK^AB- CK+ BC-AK 

oder f'BK^^ad-^hc, 

weil AK =» c und CK = d ist. 

Wird das Sehnenviereck mit der Reihenfolge der Strecken acbd ge- 
bildet, so ist die von ac überspannte Eckenlinie = BK^ die von cb 
überspannte = e , somit ist: 

e • BK= ab + cd. 
Diese Gleichung in Verbindung mit der vorigen liefert die folgende: 

/*: e = (ad + bc) : (ab + cd) , 
und diese letztere in Verbindung mit der Gleichung in a) gibt: 

M ad-\-bc jr , , ,\ 

/ = .T . (ac + bd) 
ao-\- cd ^ ' ^ 

« ab 4- cd , , r j\ 
r = , , , (ac + bd) . 
ad-\-oc^ ^ 

8. Um den Flächeninhalt eines Sehnenvierecks aus seinen 

vier Seiten a, 6, c, d zu berechnen, zerlegen wir 
dasselbe durch die Eckenlinie e in zwei Drei- 
ecke und betrachten die Gegenseiten b und d als 
Gmndseiten. Dann ist 

j d • h b ' \ 

* weil aber die Winkel bei J. und C einander zu 
2R ergänzen, so ist 

ad-]-bc h 




Fig. 116. 



7 ch 



folglich 



J = 



und da 

so ist 



Um h zu erhalten, wenden wir auf e zweimal die Formel in 2 an: 

^2 = a^ + ^2 _ 2dx = 6» + c2 + 26«/, 

ex 



y 



a 



2x 



(a' + d^) - (b' + c') =^ (ad + bc), 
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a 



woraus x = ^^ ^^^ [(a» + d^ - (i» + c«)] . 

Nun ist Ä* = (a + a;) (o — a;) 

und a±x^ 2(c£+U) t2(«'^ + «"') ± («* + <^*) T (*' + ^]' 

also a + x== 2 mTO I^*^" + '^^^ ~^^~ ^^'^ ' 

deshalb wird 

Demnach ergibt sich 

J- i]/[(a + d)' - (6 - c)^ [(6 + c)2 - (a - df] 



^iV(a + d'-^b + c)(a + d + b—c)(b + c + a-d)(b + c — a + d). 

Setzt man a + 6 + c + d = 2s y 
80 findet sich schließlich als Inhalt J des Sehnenvierecks: 



J =]/(s - a) (5 - 6) (5 — c) (5 — d). 

§ 28. Zeichnnn^ von Rechnnngsansdrficken für Strecken nnd Flächen. 

1. Die Summen und Unterschiede von Strecken, a + 6 + c, 

a + 6 — c, das Vielfache va oder ein Bruchteil - a einer Strecke a 

(S. 18, §6,2) stellen ebenfalls Strecken dar, die dem betreffenden 
Rechnungsausdruck entsprechen (wobei v und n reine Zahlen sind). 
Jeder Bechnungsausdruck mit Strecken, der wieder eine Strecke dar- 
stellt, heißt ein Längenausdruck oder Ausdruck einfacher Ausdehnung 
(erster Dimension). 

Auch das Produkt zweier Strecken (dessen Faktoren die Längen- 
zahlen zweier Strecken sind) läßt sich geometrisch deuten als die 
Fläche des Rechtecks, dessen Seiten die beiden Strecken sind, und von 
solchen Produkten lassen sich (algebraische) Summen, Vielfache und 
Bruchteile bilden, die wieder eine Fläche darstellen; alle solche Rechen- 
ausdriicke heißen Flächenausdrücke oder Ausdrücke /sweifacher Aus- 
dehnung (zweiter Dimension). — Im Gegensatz hierzu heißen reine 
(unbenannte) Zahlen auch Verhältniszahlen oder Zahlen ohne Aus- 
dehnung (nullter Dimension). Eine solche Zahl ist der Quotient zweier 
Strecken. — Ausdrücke mit 3 Streckenfaktoren kommen bei der Be- 
rechnung der Körper in Betracht und sind von dreifacher Ausdehnung 
(dritter Dimension) (vgl. III. Teil). 

Die Zeichnung von Sunamen und Unterschieden von Strecken wurden 
im I. Teil § 6 erläutert, ebenso die von Flächen I. Teil § 43, 5 und § 44, 7, 
10, 12 — 16. Da nur gleichartige Größen zusammengezählt werden können, 
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so folgt der Satz, der zur Entdeckung von Fehlem in einer Rechnung 
dienen kann: 

In einer Summe von Ausdrücken müssen alle Glieder von gleichem 

Grad der Ausdehnu/ng sein. 

Summen und unterschiede von Strecken werden bei dem logarithmischen 
Rechenschieber und der Rechentafel benutzt. Bei jenem werden entweder ge- 
teilte Lineale (oder Scheiben) gegeneinander verschoben, auf welchen die 
Strecken (Bogen) den Logarithmen der beigesetzten Zahlen entsprechen, so 
daß die Summe oder der Unterschied dieser Strecken (Bogen) je einem Ver- 
vielfachen oder Teilen der betreifenden Zahlen entspricht. — Bei den Rechen- 
tafeln werden die fraglichen Größen durch Zeichnung in einer Tafel dargestellt 
und mit einem Netz von Linien bedeckt, so daß das Auge, indem es diesen 
Linien folgt, das gewünschte Ergebnis findet. 

Eine Zeichnung zur Bestimmung von Größen ist dann von Vorteil, 

wenn letztere von gezeichneten Strecken, Winkeln, Flächen abhängen, wie 

dies in Geometrie und Mechanik der Fall ist. Die fraglichen Größen 

werden durch Zeichnungen bestimmt, die den Rechnungen entsprechen 

graphisches Rechnen, Culmann 1864). 

A. Ausdrücke für Strecken. 
2. a) Wenn a, h, c drei Strecken sind, so stellt der Ausdruck 

X ^ — das Produkt einer Strecke a mit einer Verhältniszahl — dar, 

c c ' 

entspricht also einer Strecke; diese wird (nach S. 16, § 6) gezeichnet 
als viertes Glied der Gleichung c :b = a: x, 

Zusatz. Eine Verhältnis zahl äj = ^ läßt sich mit einem in 

Zehntel und Hundertel geteilten Maßstab als Dezimalbruch bestimmen, 
indem man zeichnet b : a =^ 1 : x . Kimmt man z. B. 1 dm als Maß, so 
geben die nam den Bruch x auf 2 Dezimalen. 

b) Sollen mehrere Strecken a^, ag, a^ mit derselben Ver- 
hältniszahl vervielfacht werden: ^i == -ö^^, ^Tg = - • a^ (wie dies 

beim Zeichnen ähnlicher Figuren vorkommt), so zeichnet man zunächst 
gemäß der ersten Gleichung c : 6 = a^ : rr und trägt dann an Stelle 
von a^ oder neben a^ in die Zeichnung a^, a^ ein, so daß sich die 
Grenzpunkte von a^a^a^ und x^x^x^ als ähnliche Punktreihen ergeben 
(gemäß § 5, 2 oder 6, S. 15). 

Zusatz. Eine andere Lösung, die nur einfache Abmessungen mit dem 
Zirkel erfordert, stützt sich auf § 17, l, (S. 48). Man teilt eine Strecke 
B^B (Fig. 65) harmonisch im Verhältnis c : & , B^A ', AB = — B^A^: A^B 
== c :b, beschreibt um den Abstand der Teilpimkte AA^ als Durchmesser 
einen Kreis und trägt nun jede gegebene Strecke a^ vom Anfangspunkt B^ 
jener Strecke bis zur Kreislinie Ä; der Abstand SB des so erhaltenen 
Punktes der Kreislinie vom Endpunkt der Strecke gibt die dem Ver- 
hältnis entsprechende Strecke. 

• •• 
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3. Ein Bruch, dessen Zähler und Nenner aus Faktoren zusammen- 
gesetzt ist, die Längen darstellen, —-f- , laßt sich in soviel Verhältnis- 



ef 



a 



zahlen zerlegen, als Längen im Nenner stehen, — • -^ • cd; der Aus- 
dehnungsgrad ist dann durch den Überschaß in der Anzahl der 
Längenzahlen des Zählers bestimmt. So ist z. B. der Ausdruck — j- 

von zweifacher Ausdehnung; — j— ist dagegen eine Länge. 

Soll das Produkt aus einer Strecke a mit mehreren Ver- 
hältniszahlen 



X = — 



— • — • d 

'2 ^S 



bestimmt werden, so zeichnet man (gemäß 2ä) der Reihe nach die 
Strecken, x^, x^, x der Art, daß 



X, = 



h 



- a, X2=^ — ' x^, X ^ — ' X, 



2f 



woraus sich durch Vervielfachen die Richtigkeit der 
Zerlegung ergibt. 

Zusatz. Dies kann auch auf folgende Weise ausge- 
führt werden. Man trägt vom Scheitel S (Fig. 117) zweier 
Geraden p und q die Zähler abwechselnd auf die eine 
und andere Gerade, h^ und 5g auf p , b^ auf q , umge- 
kehrt die Nenner c^ und Cj auf q, c^ auf p und ver- 
bindet die Endpunkte der zusammengehörigen Zähler und 
Nenner. Auf dieselbe Gerade mit dem ersten Nenner q 
trägt man SÄ == a ab und beschreibt von dem End- 
punkt A einen Geradenzug, dessen Seiten mit jenen 
Verbindungsgeraden der Reihe nach parallel sind und 
dessen Ecken abwechselnd auf q und p liegen. Dann 
ist SÄ^ == x^ , SÄ^ = x^ , SÄ^ == X . 

Sind die Verhältnisse 




Fig. 117. 






6i 



einander gleich, so treten an die Stelle der Verbindungsgeraden 

zwei gewendet parallele Gerade. 

4. a) Das Zeichnen des geometrischen Mittels zwischen zwei 
Strecken aix=^ x :h, oder der Seite eines Qua- 
drates von gegebenem Inhalt x^ ^ ah (S. 27, 
§ 10, l), entspricht dem Ausziehen der Qua- 
dratwurzel a? ="|/ä6; dieser Ausdruck ist also 
von einfacher Ausdehnung. Lrationale Wurzeln 
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werden hierbei durch Strecken dargestellt, welche mit der ange- 
wendeten Einheit kein gemeinschaftliches Maß haben (S. 6, § 1,5), 
z. B. (Fig. 118): _ 

Die Quadrattowrzd eines Ausdruckes von zweifcLcher Ausdehnung 
ist eine Strecke. 

b) Um insbesondere die Seite eines Quadrates zu bestimmen, 
das gleich einem Bruchteil eines Quadrates ist, 




x^ ^- a^ ^-^ a ' a 



X 



=-Vl 



Fig. 119. 



q q ' f q 

wird das Mittelglied x zw - a (2 a) und a 

gezeichnet. 

Oder man zeichnet ein rechtwinkeliges 
Dreieck, dessen Hypotenuse aus den Ab- 
schnitten p und q besteht, und dann ein ähnliches Dreieck mit den 
Katheten a (an q angrenzend) und x. Es verhält sich nämlich 
x^ : a^ =^ h^ : a^, d. i. =^p{jp + g):q{p + q) also = ^ : 2 . 

c) Ebenso wird die Wurzel von jedem Produkt zweifacher Aus- 
dehnung behandelt, z. B. von 

indem man durch Anwendung von 2 a zunächst y und z und dann 
durch Zeichnung des geometrischen Mittels x erhält. 

6. a) Die Wurzel aus der Summe oder dem Unterschied 
von Flächenausdrücken, welche in Form von Quadraten ge- 
geben sind, wird mit Hilfe des pythagoreischen Lehrsatzes erhalten. 
Es ist dies die Darstellung des Ausdruckes 

wobei im ersten Fall a imd 6 Katheten und x Hypotenuse, im zweiten 
Fall a Hypotenuse, 6 und x Katheten sind. 

Die Summe mehrerer solcher Glieder wird durch die wiederholte 
Anwendung dieses Verfahrens erhalten. Soll z. B. 




X 



= ia^ + 6^ - c2 + c^2 



sein, so wird zunächst ^er^ = ö^ + &^ gezeichnet, dann 
y^ ^ z^ — (? u. s. w. 

b) Sind hierbei statt Quadrate irgend welche 
Größen zweifacher Ausdehnung zusammenzu- 
zählen, so kann man für jede derselben (nach 4) die 
Seite des entsprechenden Quadrats bestimmen und dann, wie eben ge- 
zeigt, verfahren. Also z. B.: 



Fig. 120. 
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a^^-a^bi + a^b^ + a^b^^y^ + 0^ + u^j y^---a^b^y z^=^a^\, u^^a^b^. 

Oder man stellt diese Größen als Rechtecke mit einer gemeinsamen 
Seite dar (nach 2a) und wendet hierauf 4a an: 

x^ = ai^i + a^b^ + «8*8 =^c{x^ + x^ + x^ 



wobei 



^1 = 



«1^1 



X. 



«a^s 



2 



X^ — 



«8^8 



Zusatz. Statt dessen trägt man auch %, a^.^ a^ als aufeinander- 
folgende Strecken einer Punktreihe OÄ^A^Ä^ an, zieht in beliebiger Eich- 
tung OS ^ c und zeichnet von S als Strahl- 
punkt den zu dieser Punktreihe gehörigen 
Büschel. Auf dem Strahl OS trägt man 
^1^ ^2^ '^s 8,1s Strahlstrecken von einer 
Punktreihe OB^B^B^ an und zieht durch 
deren Punkte Parallele zu OA^. Schließlich 
zeichnet man einen Greradenzug OB^ß^ß^X^, 
dessen Geraden der Reihe nach parallel den 
Sti'ahlen jenes Büschels von 8 und dessen 
Ecken auf den Parallelen der zweiten Punkt- 
reihe liegen. Die Seiten dieses Geradenzugs 
schneiden OÄ in den Endpunkten X^X^X^ der aufeinander folgenden 
Strecken x^, x^, x^. Denn es ist z. B., wenn SM die Verlängerung 
von A^S^ 




Fig. 121. 



A^ A^ 



Ä,M 



oder 






OB, 
OS 



c) Mit Hilfe der Sätze über die Potenz eines Punktes in Bezug auf 
einen Kreis (S. 25, § 9,6) läßt sich auch eine Fläche b^ als Summe 
oder Unterschied eines Quadrates x^ und eines Rechtecks ax 
darstellen, welche eine Seite x gemeinsam haben, während nur die andere 
Seite a des Rechtecks gegeben ist. Es entspricht dies der Auflösung 
der Gleichungen vom zweiten Grad: 

a) x^ + ax ^ 6^, b) a?^ — aa; = b^, c) ax — x^ = &*. 



a. 




6. 




Flg. 122. 



c. 
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Dann ist im ersten Fall: 

x(x -\- a) ^h^y (a -{- x) :b =^b : X, 
im zweiten Fall: 

x(x — a) = &*, , X :b ^ b : (x — a), 

im dritten Fall: 

x(a — x) =' b^, X :b = b : (a — x), 

Man beschreibt mit a als Durchmesser einen Kreis und trägt in den 
ersten beiden Fällen h als Berührende an; dann ergibt sich auf der Ge- 
raden vom Mittelpunkt nach dem Endpunkt von b, der positive (und 
negative) Wert für x. Im dritten Fall sind die beiden Werte von x die 
Abschnitte des Durchmessers, welche zur Halbsehne b gehören. 

Die negativen Werte von x in der Gleichung 

x^ + ax ^ — b^ 

findet man, wenn man ^ = — x aus 

y^ — ay = — b^ oder ay — y^ = b^ 

nach c) zeichnet. 

Ist statt b^ der Wert b • c gegeben, so erfährt die Zeichnung eine 
Abänderung gemäß § 9, 2 (S. 25). 

B. Ausdrücke für Flächen. 

6. Um einen Bruchteil c einer Fläche zu erhalten, kann 
man sie in ein Rechteck (oder Dreieck) verwandeln (I. Teil § 45, i— 4) 

mit den Seiten a und 6. Man erhält dann die Fläche -r - ab, in- 

d ' 

dem man von der Seite a den entsprechenden Bruchteil zeichnet, 
d \ c^ a: Xy und im Endpunkt von x die Parallele zur andern Seite 
zieht (im Dreieck die Verbindungsgerade zur Gegenecke von a) (§ 26, 
1 und 3). 

7, a) Das Produkt zweier Strecken ab oder 
der Inhalt eines Rechtecks, dessen Seiten a und h 
sind, kann durch Längenmessung bestimmt 
werden, indem man aus diesen Strecken und der 
Längeneinheit 1 die Strecke i so bestimmt, daß 
1 • i = a6, 1 : a = & : i; die Zahl der Längeneinheiten 
von i gibt dann die Zahl der Flächeneinheiten des 
Rechtecks. 
b) SoU der Inhalt eines Dreiecks durch Längenmessung 

ermittelt werden, i = -^, so bestimmt man i ebenso aus 2 : a = Ä:i, 

wobei 2 die Strecke von zwei Längeneinheiten bedeutet. Oder man 
verwandelt das Dreieck in ein solches, dessen Grundseite 2 und dessen 
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Höhe i ist (Fig. 124 a), oder dessen Höhe 2 und dessen Grundseite i 
ist (Fig. 124 b, c). 





c. 




Fig. 124. 

Um den Flächeninhalt eines Vielecks durch Längenmessung 
zu bestimmen, wird es zuvor in ein Dreieck verwandelt (I. Teil § 45, 3). 

8. Das Verhältnis zweier Flächen oder Größen von zwei- 
facher Ausdehnung läßt sich durch ein Streckenverhältnis ersetzen, in- 
dem man erstere zunächst als Quadrate darstellt a^ : h^ (4 a) und aus 
deren Seiten a und h als Katheten ein rechtwinkeliges 
Dreieck formt. Die Abschnitte a^wadh^ auf der Hypo- 
tenuse geben das fragliche Verhältnis 



a 



2 



: 6^ = «1 : b^ (vgl. 4 b). 




9. Wird in dem Ausdruck für die Summe der 

Rechtecke in 5 b a^\-\- «2 ^2 + ^^s ^3~ ^ (^1 + ^2 + ^3) ^^s c — 1 gewählt, 
so gibt die Zabl der Längeneinheiten von (x^ + ajg + x^) die fragliche 
Summe von Ausdrücken zweifacher Ausdehnung. 

§ 29. LSsnng von Aufgaben durch Zeichnung nach der Rechnung. 

Pythagoreische Zahlendreiecke. 

1« Bei geometrischen Aufgaben handelt es sich häufig darum, eine 
Strecke zu bestimmen, mit deren Hilfe die Aufgabe gelöst werden kann. 
Man sucht dann den Zusammenhang der fraglichen Strecke mit den ge- 
gebenen Stücken durch eine Gleichung auszudrücken, berechnet sie aus 
dieser Gleichung und führt hierauf die Zeichnung des erhaltenen Ausdrucks 
aus nach § 28. 

Ein negativer Wert der Unbekannten hat hierbei nur dann eine Be- 
deutung, wenn in der Aufgabe die Lage der fraglichen Strecke nach zwei 
entgegengesetzten Eichtungen in Betracht gezogen werden kann; andern- 
falls ist ein negativer Wert ein Anzeichen der Unmöglichkeit der Lösung. 
— Ist die Gleichung vom zweiten Grad (vgl. § 28,5 c), so gibt oft eine 
weitere Bedingung, der die fragliche Strecke genügen muß, an, welcher 
der beiden Werte allein zu benutzen ist. Diese weitere Bedingung be- 
steht gewöhnlich darin, daß die fragliche Strecke innerhalb gewisser Grenz- 
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werte liegen muB. Manchmal entsprechen die im betreffenden Fall aus- 
geschlossenen Werte einer andern Auffassung der Aufgabe oder einer ver- 
wandten Aufgabe. — Ein imaginärer Wert zeigt die Unmöglichkeit der 
Lösung unter den gegebenen Bedingungen an. 

2. Aufgabe. Der Umfang eines gleichseitigen DreieckSy dessen 
Seite •= a, soll durch eine Parallele zur einen Seite halbiert werden. — 

Erste Lösung: Die Parallele schneide auf der einen Seite einen 
unteren Abschnitt = a; ab; dann ist der obere =(a — a?). Folglich 
muß sein: 



X + X -{- a = (a — x) + (a — x)y 



woraus 



a 



Zweite Lösung: Die Parallele schneide auf der einen Seite 
einen oberen Abschnitt = y ab;- dann ist der untere == (a — y). Folg- 
lich muß sein: 



2y = 2 (a — y) + a^ woraus: 



Sa 



3. Aufgabe. Der Umfang (a + 6 + c) eines Dreiecks soll paral- 
lel m einer Seite a halbiert werden. Sind x und y die oberen Ab- 
schnitte von b und c, so ist 

^ + y^ii(^ + i + c), x:y = b:c, 
woraus lolfft x ~ ^ ^' , ' / , 

was nach § 28, 2 a zu zeichnen ist. 

4. Aufgabe: Gegeben ist ein Rechteck; man soll ein Quadrat 
suchen derart^ daß die Flächen beider Figuren sich wie ihre Umfange 
verhalten, — Die Rechteckseiten seien a und b, die gesuchte Quadrat- 
seite =» X. Dann muß: 

,2 1 -ir./.i\ 2a& 



a + h 



a;^ : a6 = 4rc : 2(a + 6), woraus x = 
Eine Art der Zeichnung siehe S. 22, § 7, 7. 

5. Aufgabe. Ein Dreieck soll in ein inhaltsgleiches gleich- 
seitiges Dreieck verwandelt werden. — Die Grundseite und Höhe des 

gegebenen Dreiecks seien g und h, ^ie des ge- 
suchten X und y, so ist g • h ^ x - y, Li 
einem gleichseitigen Dreieck ist aber (S. 95, 
§ 27, 3. Zus.) 

22/ 




y=^y3. 



X = 



yv' 



somit ist 
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Nun erhält man z = -- 1/3 als Höhe eines gleichseitigen Dreiecks, 

dessen Seite g ist, und hieraus y. 

6. Aufgabe. Man soU ein Dreieck pa/raUel zu ^ einer Seite in 
einem gegebenen VerhcUinis p : q teilen. — Wenn x die fragliche Seite 

des abzuschneidenden Dreiecks ist, welche auf ^- ^^^ 

die Seite a des gegebenen Dreiecks fällt, so 
muß nach §26,5 das Verhältnis bestehen: 

P 



x' = 



hieraus 



P+2 



. . —a * a. 

(P + 2) ' 



a: X == X : a. 




Fig. 127. 



Man teilt also a im Verhältnis p : (jp + q) und zeichnet dann x 
gemäß dieser Gleichung. 

7. Aufgabe. Man soll ein Trapez paraUel zu denGnmdseUen in 
gegebenem Verhältnis p : q teilen. — Es seien B und C die beiden Teile 
derart, daß B : C =^ p : q (z. B. 5 : 2). Man 
ergänzt das Trapez durch das Dreieck Ä zu 
einem Dreieck; wenn dann a, x, b die ent- 
sprechenden Seiten der ähnlichen Dreiecke 

Ä, (Ä + B), (A + B + C) 

sind, so verhält sich 

(Ä + B):Ä^x^:a\ 



' VI 



also: 
femer: 



B x* — a* 



X' 



A + B 

(Ä + B):(Ä + B+C) = x^:b\ 

Aus beiden folgt: B_ ^ x^ — a* ^ p 

C 




also: — >s — 



Wird noch 
so ist: 



y 



8 



0' — iC' 

«* — a* 

&* — a* '' 

.2 ^2 



P 



p + q 



X' 



VW^^:y-=^y' 



a' 
P 



gesetzt, 



Vi 



2 



a 



2 



P + q 

Zeichnet man daher aus b und a das rechtwinkelige Dreieck QBS^ 

so ist die Seite QS = j/ft» - a*; 

teilt man letztere im gegebenen Verhältnis: 

QV: VS-^p:q 

und zeichnet das geometrische Mittel y zu QV und QS, so erhält man dann 



X 



= ]/a» + /. 






-' t 



J 
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von 



Löst man dagegen obige Gleichung auf, so führt dies zur Zeichnung 



x'^ 



p + a p + 9^ 



8, Aufgabe. Durch einen gegebenen Funkt F ist eine G-erade zu 
ziehen^ die mit den Schenkeln eines nach Lage und Größe gegebenen Win- 
kels ein Dreiseit von bestimmtem Flächeninhalt J bildet. Die gegebene 
Fläche läßt sich darstellen (Fig. 129) als ein Parallelogramm OQBS^dem 
der gegebene Winkel angehört und in dem der gegebene Punkt F auf 
einer Seite BS liegt; er teile diese Strecke in BF ^^ a und FS =■ 5. Ist 
XFT die fragliche Gerade, die ^.R in Z treffe, so muß 

ABFZ^SFY+ XQZ 
sein, (oder A BFZ^ ^SFY^ + X^ QZ^) , 

somit nach § 26,6, Zus. 

QX? = a^ - b\ QX=^± Y^-^h^. 

Die entgegengesetzten Zeichen entsprechen den entgegengesetzten 
Richtungen, in denen QX von Q aus angetragen werden kann; beide 

Lösungen sind also zulässig. Wenn F im Winkel- 
raum selbst liegt (Fig. 129 a), so fällt stets X^ 

zwischen und ^, da j/a* — 6* < a + 6. 

Liegt dagegen F außerhalb des Winkels 
(Fig. 129 b), so wird X^ auf die Verlängerung von 

QO fallen, da für a > 6 auch ]/a* — fe* > a — 6. 
Das Dreieck wird in diesem Fall im Scheitel- 
winkel des gegebenen Winkels erhalten; PX^ wird 
nämlich auch die Verlängerung von SO treffen, da 

Y^~^^ < a ist. 

Beide Werte fallen in einen zusammen (Fig. 
129 c), wenn a = 5 ist, a; = 0. Es wird dann das 

' b 





Fig. J29b und c. 
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kleinste Dreieck QOY abgeschnitten, das den Bedingungen der Aufgabe 
genügt; irgend ein anderes Dreieck OY^X^, dessen Seite T^X^ durch P 
geht, übertrifft jenes um l\QX^Z^. Wäre nun a < 6, PR<iSP, so 
wäre ein kleineres Dreieck als QOY abzuschneiden, was unmöglich ist. 

Dies ergibt sich auch sofort daraus, daß dann )/a* — h^ imaginär wäre. 

9. Aufgabe. Ein rechtwinkeliges Dreieck zu zeichnen, von dem die 
Unterschiede d^ und d^ zwischen der Hypotenuse und je einer Kathete ge- 
geben sind. Die beiden Katheten seien x und y, die Hypotenuse z^ so ist 

z — x^d^, z — y^d^, 

x^z — d^, y=^z — d^ 

und da x^ -\- y^ ^ z^, 

so ist nun (z — dj)^ + {z — d^Y = z^^ 

z==d^ + d^±y2d^d^ , 



also: a; = t?2 ± |/2 (ij (ig , 

so daß nur ^ _y^^ 

zu zeichnen ist. Da in einem Dreieck eine Seite größer als der Unter- 
schied der beiden andern ist (I. Teil § 18,4 a), also 

x>d2, y>d^, 

so sind hier nur die oberen Zeichen zulässig. 

Die Gleichung zweiten Grades für z stimmt aber überein mit: 

K - «)« + (d, - ey = ^^ 

was den Katheten 

x^d^ — z, y = d^ — z 

oder ;2 + ^ = ^i) ^ + ^ = ^^2 

entspricht; das negative Zeichen in z entspricht daher der Aufgabe, wenn 

die Summen der Hypotenuse und je einer Kathete gegeben sind: 

^ = t?i + rfg — y^d^d^, X = y^d^d^ — d^, t/ = y¥d^d^ — d^ . 

Hier kann nur das negative Zeichen gelten, weil der Annahme nach 
z <id^ oder d^ ist. Es muß aber hier 

x — y<z 

und somit ^^ ^ d^^^^j^ d^^ y^ d^ d^ 



sein oder y^d^d^ < 2(^2, d^<^ 2d^, 

Zusatz. Die obigen Werte füi* x, y, z werden rational, sobald 



y2li^2 
es ist. 
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Setzen wir d^ = 1, d^ = 2p^^ 

so ist 1/ = 1 + 2pj 

d. h. irgend eine ungerade Zahl; somit 

Dies gibt die alte Regel des Pythagoras zur Auffindung sogenannter 
pythagoreischer Zahlendreiecke, d. h. solcher rechtwinkeliger Drei- 
ecke, deren Seitenlängen ganze Zahlen sind. — Setzen wir 

<ii = 2, d^^P^, 

so ist: y^2 + 2p-^2(jp+l) 

d. i. irgend eine gerade Zahl, 

X -p« + 2i? = (i? + 1)» - 1 - (I)' - 1, « = 0! + 2 - (I)* + 1. 

Dies fährt auf die Regel des Pia ton zur Lösung der genannten Aufgabe. 

10. Aufgabe. Ein rechtwinkeliges Dreieck ist zu zeichnen, von dem 
eine Kathete a und das Verhältnis derselben zum Unterschied der beiden 
andern Seiten gegeben ist q :p. 

Die andere Kathete sei &, die Hypotenuse c, also 

c — b p X i> 

= -, c — = -a; 

a q 3 

hier muß p <Cq sein, damit c — b <C a ist. Da nun 

c2 - fe2 == (c - h) (c + &) = a\ 
so ergibt die Teilung 

c 4- b — —a. 
P 

Teilt man a nach den betreffenden Verhältnissen, so erhält man aus (c — fe) 

und (c + b) die Werte für c und b. 

Die Berechnung ergibt übrigens auch 

c = - J ' a, & = \, ' a. 

2qp ^qp 

Man zeichnet hier zunächst den Faktor von a als Streckenverhältnis (nach 
§ 28, 6). 

Zusatz. Die letzteren Gleichungen können dazu dienen, die Auf- 
gabe „pythagoreische Zahlendreiecke zu finden" allgemein zu lösen. 
Setzen wir nämlich a == 2pq^ so wird 

b^q^ — p^, c=^q^ + JP^ 

wobei q und p als ganze Zahlen gewählt werden, z. B.: 

3' = 2, jp=1, daher: a== 4, fe = 3, c= 5; 

q = S, p = 2, daher: a=12, 6 = 5, c=13. 






r • • • * 

• • • 
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Will man hierbei nur solche Zahlen für a, h^ c erhalten, deren größtes 
gemeinsames Maß die Einheit ist, so dürfen p und q keinen gemeinsamen 
Teiler haben, und es muß eines von beiden als gerade, das andere als im- 
gerade Zahl gewählt werden. 

Fügt man zwei solche pythagoreische Dreiecke, die in einer Kathete 
übereinstimmen, mit eben dieser Kathete zusammen [wie z. B. die Drei- 
fachen von 3, 4, 5, d. h. 12, 9, 15 und 12, 5, 13], so entsteht ein schief- 
winkeliges Dreieck [mit den Seiten 15, 13, 14 oder 15, 13, 4], dessen 
Höhe eine rationale Zahl [12] ist; somit werden auch die Werte für den 
Inhalt und für den Halbmesser des ein-, an- und umbeschriebenen Kreises 
rational (§ 27,3, 5, 6). 



Achtes Kapitel. 

Berechnung von Umfang und Inlialt des regelmäßigen Vielecks und 

des Kreises. 

§ 30. Das dem Kreis ein- und nmbeschriebene regelmäßige Vieleck. 

A. Berechnung der Winkel. 

1. Teilt man den Umfang eines Kreises in n gleiche Teile, so 
bestimmen die Teilpunkte ein gleichseitiges w-eck; ebenso sind die 
ViTinkel dieses w-ecks einander gleich, da sie Umfangswinkel zu 

(^ 2\ 
j des Umfangs sind (vgl. I. Teil, § 42, 4). 

a) Ein dem Kreise einbeschriehenes gleichseitiges Vieleck ist regelmäßig. 
Zeichnet man in irgend welche Kreise je ein regelmäßiges w-eck, 

so sind diese Figuren einander ähnlich, woraus folgt: 

b) Das Verhältnis der Seite des regelmäßigen einheschriebenen 
n-ecks zum Halbmesser des Kreises ist für alle Kreise unveränderlich. 

2. Zu den n gleichen Seiten des regelmäßigen n-ecks ge- 
hören gleiche Mittelpunkts winkel; jeder einzelne solche Winkel ist 
gleich dem n^^ Teile des Voll winkeis. Also: 

a) Zu der Seite des regelmäßigen n-ecJcs gehört der Mittelpunkts- 

. ; , 4Ä 360« 

wtnkd — = . 

n n 

b) Zu irgend einem Bruchteil — des Umfangs gehört — 360® als 
Mittelpunktswinkely — 180® als Umfangswinkd. 
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B. Die Seiten der einbeschriebenen Vielecke. 

3. a) Zur Seite 54 des regelmäßigen Vierecks gehört der 
Mittelpunktswinkel 360*^ : 4 = 90®; somit geben zwei zueinander senk- 
rechte Durchmesser die Ecken des Vierecks. — Ist r der Halbmesser, 

so ist s^ = r^ + r^ , also s^^r ]/2 [== 1,414 r\ . 

b) Zur Seite s^ des regelmäßigen Sechsecks gehört der 
Mittelpunkts Winkel 360® : 6 = 60®; die Summe der beiden andern 
Winkel des entstehenden gleichschenkeligen Dreiecks ist = 120®, jeder 
= 60®, also ist das Dreieck gleichseitig, und es wird s^^r . 
Die Ecken des Sechsecks finden sich also durch (fünfmaliges) an- 
schließendes Eintragen des Halbmessers als Sehne. 

c) Zur Seite ^^^ des regelmäßigen Zehnecks gehört der Mittel- 
punktswinkel ^C.B= 360®: 10 = 36®; die Summe der Winkel bei 

A und B ist = 144®, jeder = 72® = 2 • 362. Halbiert 
man ^A durch AI\ so hat l\ BAF die gleichen 
Winkel; es ist also gleichschenkelig wie auch A GAF , 
CF^AF=^AB^s^^ und C^5 00 ^J5F, somit: 
CA : AB = AB : BF oder ris^Q^^ s^q : (r — s^^) , 
d. h. s^Q ist der durch den goldenen Schnitt bestimmte 
größere Teil von r (S. 27, § 10, 2b). Man zeichnet 

also mit r und — als kleineren Seiten ein rechtwinke- 
liges Dreieck (vgl. Fig. 30 und 132): der Unterschied 




Fig. 130. 



der längsten Seite und — ist dann = s 



10- 



Die Figur ergibt: 



(*to + 9=-*+g) =^, -Iso: *io = |(]/5-l) [=0,618r]. 

4. Aufgabe. Gegeben sei die Sehne Sn eines Bogens CjB; 
man soll die Sehne Sj des doppelten Bogens CBD finden. — 

Hier ist CE' = CB' - EB" und EB = ''^ 




AB 



oder 



Fig. 181. 



•-^ a> - 4 b - i^T ] 

«_.„l/4-(^)'. 

Die Formel ergibt unter Benützung der 
Werte in 3, wenn Si = s^, Su = s^^ gesetzt wird: 
a)dieSeite53des regelmäßigen Dreiecks: 
«8 = /-y3 [-= 1,732 r]. 



5g = ry4 — 1 oder 
b) die Seite Sg des regelmäßigen Fünfecks: 

= iiVö- 1) . yir^M' = L . ViVö-iy . ^VwiT^yl 
= £ . Yö^fyt ■ v^io + 2y5 = l ■ Vlö^sVb 
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oder 



S6 = yVlO— ,2]/5 [= 1,1756 r]. 



Anmerkung, a) Es ist 
,.•- ^(10 - 2V'5) - *-i* + ^(6 - 2V6) -r' + [Jd/S 



)]' 



oder 



«a = r* + 8 



fi 



'6 



»2 
10* 



b) Dieses Ergebnis läßt sich auch an der Fig. 132 gewinnen, wo 
CB == 5r und CA =^ s^n sein möse. Dann ist 



10 



^CMB^ 



4:B 



^CMA^ 



2B 



also 



^MCB=^ 



SB 



und wenn <^ CMA durch MF halbiert wird, 

SB 
so ist auch ^ FMB == — - , somit sind FM 

und MC gewendet parallel im Zweistrahl B^ 
folgHch (S. 23, § 8, l) 

BF' BC^BM^. 
Weü aber auch ^.ABC ^ ACB = CAF 
(denn F liegt auf der Mittelsenkrechten zu 

AC)^ so sind AB und FA gewendet parallel im Zweistrahl C, folglich 
ist auch: 

FC'BC^Cl^. 
Also wird {BF + FCf) - BC oder BC^ = BM^ + CÄ^ , 




d. h. wieder 



2 _ «.2 



V= ^' + s 



10 • 



5. Aufgabe. Gegeben sei die Sehne Si eines Bogens; man soll 
die Sehne Su des halben Bogens (oder aus der Seite des regel- 
mäßigen w-ecks die Seite des regelmäßigen 2»*-ecks) finden. 

Es ist (Fig. 131): 



OB' =^ABEB 



oder 



5ii^= 2r (r — x), 



wobei 



x = EM = '\/r'- (-J-)' = ; 1/4 - (^)\ also: 

5n2 = 2r2 - r^ •]/ 4 - (^)' oder Sn = r .|/2 -]/4 - (^^^f^\ 

Die Formel ergibt unter Benützung der Werte in 3, indem man 
für Si = s„, Su = s^n die Werte einsetzt: 

a) die Seite s^ des regelmäßigen Achtecks: 

Henrici u. Treutlein, Lehrb. d. Elem.-Oeometrie. II. 3. Aufl. 8 
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5g = r. 1/2-1/4^ 2 oder 8s — ry2^y2 [- 0,765 r] 

b) die Seite 5^2 des regelmäßigen Zwölfecks: 



«12 = >" 



y2-Y^-l oder 



«12 



= rV2—yf [= 0,518 r] 



Für letzteres läßt sich auch schreiben 5^2 = (Y^ —Y^) 



r 

'12 = 2 

Die Übereinstimmung ergibt sich durch Quadrieren beider Formeln. 

6. Um die Seite % des regelmäßigen Fünf- 
zehnecks zu finden, beachtet man, daß^ = -| — ^. 
Werden also von einem Punkt eines Kreises aus Sq 
und s^Q als Sehnen eingetragen (Fig. 133), so ist 
der Unterschied der zugehörigen Bögen der 15*® Teil 
des Umfanges, also die Sehne = 5^5 . 

Zur Berechnung von s^^ wendet man den Ptole- 
mäischen Lehrsatz an (S. 98, § 27,7 a): 

Fig. 183. 




werden hier die Werte von s^q und Sq eingesetzt, so folgt: 



5^5 = J • [VlO + 2/5 - 1/I5 + ys] [= 0,416 r] . 

7. Durch wiederholte Halbierung des Bogens (oder rechnend 
unter Anwendung der Formel in 5) erhält man die Seiten der Viel- 
ecke, deren Eckenzahl ist = 1 • 2^ , = 3 • 2^ , = 5 • 2" , = 15 • 2« . 

Anmerkung. Seit Euklid (300 v. Chr.) waren dies die einzigen 
regelmäßigen Vielecke, die man durch Benützung von Gerade und Kreis 
zu zeichnen und auch zu berechnen wußte, bis im Jahre 1801 K. F. Gauß 
zeigte, daß mit diesen Hilfsmitteln jedes Vieleck von (2^ +1) Seiten 
gezeichnet werden kann, wenn diese Zahl eine Primzahl ist (z. B. 2* + 1 = 1 7 , 
2«+ 1 = 257). 

8. Aufgabe: Zu einer gegebenen StrecJce als Seite ist ein regel- 
mäßiges VielecJc zu zeichnen. Dies kann man, wenn es sich um eines 
der betrachteten Vielecke handelt, stets dadurch ausführen, daß man 
aus der Formel für die Seite den Halbmesser ausrechnet und den 
Ausdruck zeichnet (nach § 28), — oder indem man ein regelmäßiges 
Vieleck von der angegebenen Eckenzahl in einen Kreis zeichnet und 
hierzu das ähnliche mit der gegebenen Seite. Ganz einfach ist übrigens 
die Zeichnung des regelmäßigen Drei-, Vier-, Sechs-, Acht-, Zwölf- 
ecks; bei Acht- und Zwölf eck handelt es sich nur um die Zeich- 
nung des Außenwinkels (von 45^ und 30®). Im regelmäßigen Fünf- 
eck ABC DE (Fig. 134) ist <^ ABB == ^ = 36«; somit verhält sich 
(gemäß 3, c) AD: AB = AB: {AD — AB), und man erhält AD 
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aus ÄB=s^ (nach S. 27, § 10, 2a), indem man nach der Berech- 
nung aus dieser Gleichung zeichnet: 

Das regelmäßige Zehneck über AB ols 
Seite erhält man durch den Kreis, der aus 
D als Mittelpunkt um AB beschrieben wird. 

C. Die Seiten der umbeschriebenen 

Vielecke. 

9. Das einem Kreis umbeschriebene 
regelmäßige neck wird erhalten, indem 
man in den Ecken des einbeschriebenen w-ecks die 
Berührenden zeichnet, oder indem man sie parallel 
zu dessen Seiten zieht (Fig. 135). Es sei DE = t^ 
eine Seite des umbeschriebenen w-ecks; sie sei 
parallel der Seite BC =' s^ des einbeschriebenen. 
Dann verhält sich: 



DE:BC=MA:MF oder t:s 




n-^-'Y' 



also 



L = 



r • s 



n 



a) i 



B 



!>)«,- 



Beispiele. 

2r 2r 



oder t^ = 



2s 



n 



n 



V* - fr) 



2 



oder 



Vi 



Vi 



oder 



<3-2r)/3 [= 3,464 r]. 
^6=|rl/3 [=l,155y]. 



) <!,= ^'^|-EL = 2r-l/'--^oder^,=2r(2-y3)[=0,536r]. 



1/4 -(2 -1/3) 



10. Aufgabe. Gegeben sei ein umbeschriebenes regelmäßiges w-eck; 
man soll dasumbeschriebene regelmäßige 2w-eck finden. — Man zieht 
vom Mittelpunkt aus nach den Ecken des 
ersteren die Strahlen und zeichnet in deren 
Schnittpunkten mit dem Kreis dessen Be- 
rührende [z. B. (Fig. 136) für ML in C die 
UV Jl ML\ je bis zum Durchschnitt mit den 
Seiten des w-ecks. 

Zur Berechnung von t^^ benützt man 
A UL V i^n ALB^ also pig. ise. 

8' 
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UViÄB^ UL : AL 



oder 



U 



t^ — t 



t 



s^ = 



"^ *^ » , ^« 



"2 71 • ''n 2 

woraus ^2« ' ^« = «« * (*n — ^2n) oder 

Z. B. aus 5, == ryY, ^4 = 2r folgt: 

2 






^s = 



'4 

2r^y2 



r(2 + >/2) l+y2 



^ . r = 2 • (y2 — 1) . r [=== 0,828 r] . 



§ 31. Umfang des regelmäßigen Vielecks nnd des Kreises. 

1. Aus den in § 30 angegebenen Werten für s„ und ^^ lassen 
sich der Umfang e^ des ein- und der Umfang w„ des umbeschriebenen 
w-ecfcs berechnen. Es ist nämlich: 

e„ = n' s^ und m^ == w • ^^ . 

Beispiele (wobei der Halbmesser r durch die Hälfte des Durch- 
messers d ersetzt wird): 



e = 3 . rl/3 



ee«6 



rY2 
r 



612= 12 . rV2 

^4 

^48 
^96 



Vs 



= 2,598 e^ 
= 2,828 d 
= 3,000 c? 

== 3,106 d 
= 3,133 d 
= 3,139 (Z 
= 3,141 d I i*96 

u. s. w. 



«8=3- 2 rl/3 
«*4 = 4 • 2r 

% =- 6 • i>y3 

= 12; 2r(2 —V'S) 



u 



12 

24 

'48 



= 5,196 d 
= 4,000 d 
= 3,464 d 

= 3,215 <? 
= 3,160 d 
= 3,146 ^ 
= 3,143 d 



2. Es sei (Fig. 136) AB die Seite des einbeschriebenen »*-ecks, 
AC die des 2w-ecks. Dann ist 

AG + OB > AB 

oder 2.52„>5„, 

also auch n • 2^2,^ > w • s^^, d. h. ^a« > e„ . 

Es sei ferner AL die halbe Seite des umbeschriebenen n-ecks, 
AU die des 2w-ecks. Dann ist UC <i UL, also: 

AU+ÜC<AL oder ^2«<-^, 

also auch n • 2^2« < n • ^„, d. h. 1^2« <^ ^« • 

Der Umfang des einbeschriebenen regelmäßigen 2n'ec]cs ist größer- 
als der des n-ecks; der Umfang des umbeschriebenen regelmäßigen 
2n-ecks ist Meiner als der des n-eclcs, 

3. Der Umfang des einbeschriebenen Vielecks ist um so größer. 
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je mehr Punkte er mit dem Kreise gemeinsam hat. Läßt man die 
Zahl dieser Punkte unbeschränkt wachsen, so ergibt sich, daß der 
Umfang des Kreises selbst größer ist als der jedes einbeschriebenen 
regelmäßigen Vielecks. Dagegen nimmt der Umfang der umbeschriebenen 
regelmäßigen Vielecke mit der Zunahme der Eckenzahl ab; hieraus 
folgt, daß der Kreisumfang kleiner ist als der jedes umbeschriebenen 
regelmäßigen Vielecks. Der Umfang u des Kreises liegt daher zwischen 
e^ und u„y und er ist ein Vielfaches des Kreisdurchmessers d, das man 
durch % (7t€Qi(peQeia = Umfang) zu bezeichnen pflegt. Also: 

7C ist die ZaMj mit der man den Durchmesser zu vervielfachen hat, 
um den Kreisumfc^ng zu erhalten. 

Da einerseits ^g = 6r = 3rf und anderseits i*^ = 8r == 4^, so ist 

3<7r<4. 

Wie man aus den Beispielen in 1 erkennt, erhält man üt zwischen 
immer engeren Grenzen eingeschlossen, wenn man die Umfange von 
Vielecken mit stets größer werdender Seitenzahl berechnet. So fand 
schon Archimedes (gest. 212 v. Chr.) durch Vordringen bis zum 
96-eck: 



Annähernd ist also: 






:ir = -=- ^ 3,14 . 



Dann ist der 

Kreisumfang u = nd oder te = 2rrrr . 

Zusatz. Vergleicht man den aus dem 96-eck gewonnenen Wert 
7t = 3,142 mit den Vorzahlen von d bei den zuvor bereclmeten Viel- 
ecken, z. B. den Zwölfecken: 

a = 3,106, & = 3,215 

so ist: TT — a = 0,036 , 5 — jr = 0,073 

also annähernd: 2(% — a) = 6 — tt, tc = - "^ , 

Setzt man hier für a und h schon die (genauer berechneten) Werte für 
das 24-Eck: 

a = 3,13263 ft = 3,15966, 

so erhält man: :r = 3,14164. Genauer ist: 

üi = 3,1416 , 

was um weniger als 0,00001 abweicht von dem in anderer Weise auf 
8 Stellen berechneten Wert: 

w 

7r = 3,14159265. 
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Geschichtliche Anmerkung. Ptolemäus (150 n. Chr.) berechnete 
mit Benutzung seines Lehrsatzes (S. 98, § 27, 7) die Sehnen und die Zahl n 
in der Weise, daß die Bruchteüe wie bei der Winkelmessung in 60^*®^ 

und 60 • 60"*®^ der Einheit ausgedrückt wurden; er fand tc = 3 + ^^ 

+ -r—^ (= 3,14166). — Von den Indern wurde obige genauere Zahl 

3927 
benutzt TT =«:r^^ = 3,1416. — Erst gegen Ende des 16. Jahrhunderts 

wurde % mit einer Genauigkeit berechnet, welche jedes Bedürfnis weit 
übertrifft: von Vieta (1579) auf 10 Bruchstellen, von Ludolf van Ceulen 
(gespr. Köln, 1540 — 1610) auf 20, dann 32, zuletzt auf 35 Stellen. Der 
letztere Wert stand in seiner Grabschrift und hieß die Lud olf sehe Zahl. 
— Adriaan Anthoniszoon (Vater des bekannteren Adriaan Metius) fand 

(vor 1589) TT < 3 -^ und jr > 3 -^ , imd indem er je aus Zählern und 

Nennern das arithmetische Mittel nahm, setzte er 

7C = 3^ oder rr = |j| = 3,1415929 

Mit Hilfe von Eeihen ist die Berechnung von it noch weiter geführt 
worden. Als Irrationalzahl läßt sich tv nie genau in Bruchteilen der Ein- 
heit ausdrücken. 

Lindemann bewies (1882), daß tt nicht Wurzel einer Gleichung 
mit rationalen Koeffizienten sein kann; hiernach ist auch die im folgenden 
annähernd ausgeführte Geradstreckung des Kreisumfangs und (§ 32, 3) 
die Darstellung des Kreisinhaltes als Quadrat durch Lineal und Zirkel 
nicht vollständig genau ausführbar. 

4. Die Aufgabe: Eine Strecke zu zeichnen, die gleich dem 
Umfang des Kreises ist (die Rektifikation des Kreises), läßt sich 

nur annäherungsweise mit Lineal und Zirkel 
A lösen. Am einfachsten trägt man den Durch- 

SN messer 3 4^ mal ab. Annähernd gibt auch 

^f ^y^^ «3 + «4 = r (V3 + 1/2) = 3,146 r den halben 

/ N. Umfang des Kreises. — Oder man zeichnet 

„^ _.._...^^ (nach Kochansky 1685) ^ BMC = 30« und 

C" Ti " " ^ in B die Berührende CL = 3r; dann ist ÄL 

ungefähr gleich dem Halbkreis, weil CB = ]/3 ^ 
BL^ris-^^^) und ^i = rl/lS^-^l/S = 3,14150r. 

§ 32. Inhalt des regelmäßigen Vielecks und des Kreises. 

1* Der Flächeninhalt E^ des einbeschriebenen und der Flächen- 
inhalt ü des umbeschriebenen n-ecks wird durch die nach den Ecken 
gehenden Halbmesser in n gleiche Dreiecke zerlegt. Wenn nun wieder 
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Ä die Seite des einbeschriebenen w-ecks ist und x„ ihr Abstand vom 
Mittelpunkt, und wenn t^ die Seite des umbeschriebenen >^-ecks be- 
zeichnet, so ist 



-«=yMl)^ 






Deshalb ist 

E„^n.'-^ = \-x„ und ü, = n . Y" = y • ^, d. h.: 

Der Inhalt eines regelmäßigen Vielecks ist gleich dem ProduM aus 
seinem halben Umfang und dem Abstand seiner Seite vom Mittelpunkt 

Beispiele: 
E. == 2r^ = 2,000 r^ 



'4 

3r* 



3 



^6 -= ^ ^3 = 2,o98r 

E.^ = 3r2 = 3,000 r^ 



U^ = 3ry3 = 5,196r2 

CT^ = 4r» = 4,000 r^ 

ZJß == 2r3/3 = 3,464r2 

?7i2 = 12 r^ (2 - ys) = 3,215r2 



u. s. w. 



2. a) Der Inhalt J eines Kreises ist größer als der des ein- 
beschriebenen, kleiner als der des umbeschriebenen Vielecks. Mit 
dessen wachsender Seitenzahl nähern sich e„ und u^^ dem Umfang 
u = 27tr des Kreises, und der Seitenabstand von der Mitte nähert 
sich dem Halbmesser r. Deshalb wird schließlich: 

T u 27tr T 

J= Y ' ^ ^ ~~2~ ' ^^ ^ 

Kreisinhalt = jtr^ oder = rrr -j- • 

b) Aus der Formel für den Kreisinhalt folgt: 

Die Flächen zweier Kreise verhalten sich wie die Quadrate ihrer 
Halbmesser (oder wie die Quadrate ihrer Durchmesser). 

3. Die Aufgabe: Die Fläche eines Kreises in ein inhaltsgleiches 
Quadrat zu verwandeln (die Quadratur des Kreises) hat viele Jahr- 
hunderte die Menschen beschäftigt, ohne zu einer Lösung zu führen, 
so daß sie sprichwörtlich geworden ist. (Vgl. § 31, 3 Anmerkung). 

Da J = — • r, so ist der Inhalt des Kreises gleich dem eines Drei- 
ecks, dessen Grundseite gleich dem Umfang und dessen Hohe gleich dem 
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Halbmesser ist. Hiermit ist die Aufgabe auf die in §31,4 zurück- 
geführt. 

Die Quadratseite x= y - .- = y^^ 

/16\2 
ist nach dem ägyptischen Wert iwc jc = ( — j 

ungefähr = f (?. — Genauer ist folgende 
Zeichnung. Wird ÄF ^ ^ AB, BN und 
FLA. AB gezogen, BN = AF und, nach- 
dem A VN gezogen, YL = AF gemacht, so 
ist BL die Quadratseite. Es ist nämlich 

AF=^^r = BN= YL, 

BF=^ir, FY=^^ir = -^r, FL =^ ^r, 

BL^ = (|r)2 + (^rf = -Hir^^ = 3,14160 r^ (Baader 1880). 

§ 33. Teile des Kreisumfanges und des Kreisinhaltes. 

1. Da zu gleichen Mittelpunktswinkeln in einem Kreis gleiche 
Bögen gehören, so folgt: 

Ein Bogen (h) verhält sich sunt Halbkreis (itr) ivie sein Mittel- 
punJctswinlcel (ß) zu 2B (180®), d. h.: 

& : :rrr = i?ö : 180». 



Fig. 188. 



Hieraus: 



("l8Ö~o ^) 



und 



/3 = -^ . 180«. 



27zr 



Der Bogen zur Seite des regelmäßigen w-ecks ist \ = 

wv 

2. Aus 1 folgt, daß das Verhältnis der Länge eines Bogens 
zum Halbmesser nur vom Mittelpunkts winkel abhängig ist; dieses 
Verhältnis heißt der Arcus des zugehörigenMittelpunktswinkels: 

Ist der Halbmesser = 1, so ist b = arc/3, so daß man auch den 
Arcus eines Winkels als die „Länge des Bogens beim Halbmesser 1" 
oder als „Bogenlänge im Einheitskreis" bezeichnet. 

Beispiele: 



r 



arc 180^ ==7t, arc 90® 



7t 

Y 



= -.QÄ» arc 1 = 



TT 



180' ~'^ ' 180-60 * 

Hiemach ist die Arcustafel berechnet, die zu jedem Winkel den Arcus gibt. 

3. Anwendung der Arcustafel: a) Berechnung des Bogens 
zu einem Winkel. 

Beispiel: arc 38« =0,6632 

arc 16' = 0,0047 
arc 20" = 0,0001 

"^c 38« 16' 20" = 0,6680. 



also -^ /3 = 38« 16' 20". 
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Liegt dieser Winkel am Mittelpunkt eines Kreises, dessen Halbmesser 
r == 25 cm ist, so ist der Bogen h zu 38<> 16' 20" = 0,6680 • 25 oder 
6 = 16,7 cm. 

b) Berechnung des Winkels zu einem Bogen. 

Beispiel: Für r = 25 cm und b = 167 mm ist ^ = 0,668. 

0,6680 

0,6632 = arc 38« 

" 0,0048 

0,0047 = arc 16' 

0,0001 = arc 20" 

4. Unter Kreisausschnitt (Kreissektor) S versteht man einen 
Teil der Kreisfläche, der von einem Bogen und den nach seinen 
Grenzpunkten gehenden Halbmessern begrenzt wird. 

Aus der Übereinstimmung der Ausschnitte eines Kreises, die zu 
gleichen Mittelpunkts winkeln oder Bögen gehören, folgt: 

a) Ein Kreisausschnitt verhält sich zur Kreisfläche wie sein Mittel- 
punlctswinJcel zu AR — oder wie sein Bogen zum Umfang — (oder 
wie der Arcus seines Winkels zu 2%). 

S : Jtr^ = ß : 360 oder S : nr^ = h : lütr = arc /? : lüt^ 

also: S=3f5.:rr2=^': = *^\rc^. 

b) Die Fläche des Kreisausschnitts ist gleich dem halben Produkt 
aus Bogen ufid Halbmesser. 

Sie ist also gleich der Fläche eines Dreiecks, dessen Grundseite 
gleich dem Bogen und dessen Höhe gleich dem Halbmesser ist. 
Der Kreisausschnitt zum n^^ Teil des ümfangs ist: 



8^ = 



nr^ 



n n 



c) In zwei Kreisen verhalten sich die Ausschnitte gleicher Mittel- 
punktswinkel wie die Quadrate der Halbmesser (oder Durchmesser). 

5. Unter Kreisabschnitt (Kreissegment) versteht man einen 
Teil der Kreisfläche, der von einem Bogen und seiner Sehne begi'enzt 
wird. Seine Fläche 2 (Fig. 139) ist gleich dem Unter- 
schied des zugehörigen Ausschnittes S und des Drei- 
ecks zwischen dessen Halbmessern und der Sehne. 

Der Kreisabschnitt zum w*^" Teil des Umfangs ist: 

M< 






wobei s^ und x^ wie in § 33, i einzusetzen sind. 

Beispiel: ng. 139. 
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2^ = 



äff. 



^.ry§.-f = r'(|-il^) 




6. Um einen Kreidfogen AB <Tig. 140) annähernd als Strecke 

darzustellen, teilt man ihn in kleine Teile, deren 
Sehnen sich nnr wenig yon den B(^enteilen 
unterscheiden nnd tragt diese Sehnen anf einer 
Geraden y etwa der Berührenden AC an. — Das 
A ACM steUt dann den FlächeninJwU des Aus- 
schnitts dar, nnd wenn BF MA, so gibt das 
A A CF die Fläche des Abschnitts. — Zu einem 
Mittelpunktswinkel von ß^ kann man auch den 
gerade gestreckten Halbkreis (S. 118, § 31,4) im 
Verhältnis ß : 18« teilen. 

?• Die Ring fläche, die von zwei Ereisen um denselben Mittel- 
punkt und mit den Halbmessern R und r begrenzt 
wird, ist 

^ X IP — ^r^ oder: Ringfläche = Jt (JB* — r*). 

Anmerkung: 1) Wird bei zwei EJreisen mit dem- 
selben Mittelpunkt die den kleineren KJreis berührende 
Halbsehne des größeren durch s bezeichnet, so ist 
die Ringfläche auch = ccs^. 
2) Ist aber die Breite dieses Ringes = d nebst i? (oder r) ge- 
geben, so findet sich: 

Ringfläche == xd{2R — d) oder = %d{2r + d). 

8. Werden bei einem rechtwinkeligen Dreieck über dessen Seiten 
nach außen Halbkreise gezeichnet, so verhalten sich die Halbkreise über 

AB und ^C^(4c) vfie AB^ i~Icf (S. 93, §26,5, Zus.); weil aber 




Fig. 141. 





Flg. 142. 
2 2 2 

AC -\- CB = AB ^ so ist die Summe der Halbkreisflächen über AC 
und CB gleich der Fläche des Halbkreises über AB. Nimmt man also 
von beiden die Fläche der Kreisabschnitte x und y weg, so folgt für die 
mondförra igen Figuren ce und ^(Möndchen des Hippokrates 450 v. Chr.) 

a + ß = y. 
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IV. Abschnitt. 

Beziehungen der Strecken und Inhalte geradliniger 
Figuren zu ihren Winkeln (Trigonometrie)*. 

Neuntes Kapitel. 

Die Funktionell spitzer Winkel im recktwinkeligen Dreieck 

und im Kreis. 

§ 34. Sinns nnd Cosinns eines spitzen Winkels. 

1. Errichtet man (Fig. 143) zu dem einen Schenkel eines spitzen 
Winkels « eine beliebige Senkrechte BCy so läßt sich (zunächst durch 
Abtragen und Vergleichen annähernd, durch 
Messen und Teilen genauer) bestimmen, mit 
welcher Bruchzahl AB zu vervielfachen ist, 
um jBC zu erhalten. Zieht man zu AC weitere 
Senkrechte JB^Cj, jBgCg, . . ., so haben die Ver- 
hältnisse -r^, -Tü^, • . . sämtlich den gleichen ^ f ^ 

AB^ AB,' » Fig. 148. 

Zahl wert (S. 13, § 3, 2). Man kann also irgend 

eines der entstandenen rechtwinkeligen Dreiecke auswählen: sowie 
<^ a bestimmt ist, so ist auch jener Zahlwert bestimmt. Dagegen ist 
für jeden anderen Winkel auch das Verhältnis der entsprechenden 
Strecken ein anderes, so daß jedem spitzen Winkel nur eine 

* Die Trigonometrie ist wesentlich zu astronomischen Zwecken gebildet 
worden, so daß die Lehre von der Berechnung der Kugeldreiecke (die sog. sphä- 
rische Trigonometrie) notwendiger war und demzufolge auch früher aus- 
gebildet wurde als die Lehre von der Berechnung der ebenen Dreiecke (ebene 
Trigonometrie). Als Urheber jener ist der Grieche Hipparch (150 v. Chr.) an- 
zusehen, zugleich der Schöpfer einer wissenschaftlichen Sternkunde. Er sowohl 
als der früher (S. 40, § 14,1b) erwähnte Menelaos (80 n. Chr.) haben sich mit 
der Berechnung von Kreissehnen beschäftigt, und was diese Männer begonnen, 
führte Ptolemäus (150 n. Chr., S. 98) zu Ende, dessen großes astronomisches 
Werk, Almagest genannt, zugleich die Grundlage der Trigonometrie enthält und 
über ein Jahrtausend maßgebend blieb. Ptolemäus teilte den Kreishalbmesser 
ein in 60 gleiche Teile mit sechzigteiligen Unterabteilungen (wie bei der Winkel- 
teilung) und drückte in solchen Teilen die Größe der verschiedenen Kreissehnen 
aus, dabei als Hauptsatz den benützend, welcher seinen Namen trägt (§ 27, 7) 
§36,8). Von den Spuren, welche Inder und Araber in der Trigonometrie 
hinterlassen, ist weiterhin (S. 124) die Rede; aber stets blieb die sphärische Tri- 
gonometrie die Hauptsache, und die ebene Trigonometrie wurde erst durch 
Eegiomontanus (1463) zu der wichtigen Abteilung der Mathematik aus- 
gebildet, die sie heute ist. Der rechnerische Teil erfuhr eine wesentliche Er- 
leichterung durch Einführung der Logarithmen (1614). Die heutige schöne Ge- 
staltung und Einfachheit der Trigonometrie verdankt man Euler (1707—1783). 
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solche Verhältniszahl entspricht und umgekehrt: jeder solcher 
Zahl entspricht nur ein spitzer Winkel. Sie erhielt und hat den 
Namen* „Sinus des Winkels a". Heißt nun im rechtwinkeligen. 
Dreieck die dem Winkel a gegenüberliegende Kathete seine Gegen- 
kathete, so gilt als Erklärung: 

Ber Sinus eines spitzen Winkels im rechtwinkeligen Drei- 
eck ist das Verhältnis seiner Gegenkathete zur Hypotenuse, — 

also eiwi ^ — ^ f— Oegeakathete 

c L Hypotenuse 

Der Sinus eines Winkels ist also eine reine Zahl^ 
die nicht größer als 1 ist. 

'^^' ^^^' 2. a) In einem rechtwinkeligen Dreieck ist durch 

den einen spitzen Winkel a auch der andere ß = (90^ — a) be- 
stimmt; letzteren hieß man auch den Komplementwinkel von a. 

Nun ist (Fig. 145): 

— == sin /? = CO(mplementi)siiius «. 





€ 

Nennt man die dem Winkel a anliegende Seite seine 
Ankathete, so gilt folgende Erklärung: 
Der Cosinus eines spitzen Winkels im rechtivinkeligen 
Dreieck ist das Verhältnis seiner Ankathete zur Hypotenuse — 



also cos « = — 



&_ r Ankathete 

c L Hypotenuse 



Der Cosinus eines Winkels ist also eine reine Zahl wie der Sinus. 
b) Hieraus folgt, daß 

COS a = sin (90® — a) und sin « = cos (90® — «) . I. 

Der Cosinus eines Winkels ist gleich dem Sinns seines Ergänznngs- 
ivinkels zu einem Hechten (seines Komplementwinkels). 

* Die Entstehung des Namens Sinus ist höchst eigentümlicher Art, zu- 
gleich eine Andeutung des Entwicklungsganges der Mathematik und des Kultur- 
zusammenhanges verschiedener Völker und Zeiten. Griechische Mathematiker 
hatten (vgl. vorige Seite, Anmerkg.) zu astronomischen Zwecken die Größe der 
zu beliebigen Zentriwinkeln gehörigen Sehnen berechnet; die unter Anregung 
griechischer "Wissenschaft vielfach selbsttätigen Inder (etwa 500 n. Chr.) hatten 
die ganze Sehne durch die betreffende Halbsehne ersetzt, nützten aber den hierin 
liegenden Vorteil nicht aus. Erst die für die Entwickelung der Mathematik so 
bedeutsamen Araber taten dies; sie übernahmen auch den indischen Namen 
für Sehne, jiva, und schrieben denselben, wie sie ihn verstanden, dschiba. Die 
Konsonanten dieses Wortes lassen aber auch die Lesung dschaib zu, welches ein 
wirkliches arabisches Wort ist und „Einschnitt oder Busen" bedeutet. Nach 
des Orientalister. Munk Hypothese ist nun das eigentliche Wort verloren ge- 
gangen und nur das letztere erhalten geblieben; jedenfalls gaben die ersten Über- 
setzer arabischer Werke jenes Wort durch das lateinische sintLS wieder, und 
dieses blieb erhalten. 
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3« a) Aus 1 folgt: 



a = c^ sin a und c = 



sm a 

Die erstere dieser Formeln sagt: 

Eine Kathete ist gleich dem Produkt aus Hypotenuse und Sinus 
ihres Gegenwinkels. 

b) Aus 2a folgt: 

b = c • cos a und c = 

cos oi 

Die erstere dieser Formeln sagt: 

Eine Kathete ist gleich dem Produkt aus Hypotenuse und Cosinus 
ihres Anwinkeis, 

4. Da nun « = c • sin a, 6 = c • cos a, und weil a^ + 6^ = c^, 
so ergibt sich durch Einsetzung dieser Werte: 

sin «* + cos^ « = 1. n. 

Hiernach kann man, wenn eine der Zahlen sin a oder cos a be- 
kannt ist, die andere berechnen; denn: 

sin a = y^— cos^ a, cos a = f/l — sin^ a. 




Ist z. B. sin a = 0,6, so ist cos « = )/l — 0,36 = >/0,64 

5. Die Anwendung dieser Bezeichnungen 
auf Strecken und Winkel im Kreis ergibt 
für die Halbsehne (Ordinate) GE und ihren 
Abstand (Abszisse) ME vom Mittelpunkt die A 
folgenden Beziehungen zum Mittelpunktswinkel cc: 

CE = MC . sin «, ME ^MCcosa. 

a. Eine Halbsehne (Ordinate) ist gleich dem 
Produkt des Halbmessers mit dem Sinus des zu- 
gehörigen Mittelpunktswinkels, 

b. JDer Abstand einer Halbsehne vom Mittelpunkt (die Abszisse) ist 
gleich dem Produkt des Halbmessers mit dem Cosinus des zugehörigen 
3Iittelpunkts Winkels. 

Nehmen wir statt der Halbsehne die ganze Sehne CD und den 
zugehörigen ümfangswinkel CFD = a, so ist 

CD=CF' sina, FD = CF'COBa. 

a) Jede Kreissehne ist gleich dem Produkt des Durchmessers mit 
dem Sinits ihres ümfangswinkels. 

b) Jede Kreissehne ist gleich dem Produkt des Durchmessers mit 
dem Cosinus des Winkels, den sie mit dem Durchmesser eines ihrer 
Grenzpunkte bildet. 

Für die Seite 5„ des regelmäßigen n-Ecks im Kreis und für deren 
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Abstand x^ vom Mittelpunkt folgt hieraus, da der Mittelpunktswinkel 

ISO« . . 
a = ist: 

« . 1800 1800 

6. Um Sinus und Cosinus in Rechnungen anwenden zu können, 
bedarf man einer Tafel, aus der für jeden Winkel diese Werte bis 
zu dem erforderlichen Grad der Genauigkeit entnommen werden können. 
Nun lassen sich diese Werte bis zu jedem beliebigen Grad der Ge- 
nauigkeit berechnen. — Zunächst ergeben sich die Werte für die 
einfachsten Bruchteile eines rechten Winkels ^JB, -^i?, ^R. 

a) In einem gleichschenkeligen rechtwinkeligen Dreieck ist 

also sin 45» = j y2 =cos 45» == 0,707 . 

b) Ein gleichseitiges Dreieck zerfällt durch eine Winkelhalbierende 
in rechtwinkelige Dreiecke, in denen 

«=3o^ a=|, ^-\y^, 

also sin 30» = i- = cos 60» = 0,5 

cos 30» = ||^ = sin 60» = 0,866. 

c) In einem gleichschenkeligen Dreieck, dessen Winkel an der 
Spitze f JB = 36® ist, entspricht die Grundseite dem goldnen Schnitt 
des Schenkels (nach S. 112, § 30,3 c). Durch die Winkelhalbierende 
erhält man rechtwinkelige Dreiecke mit 

«=18», a = {-(y5-l) (S.28, §10,2b). 

also sin 18» = i (j/S - l) = cos 72« = 0,309. 

Dann ist cos 1 8« = yF-sinUS = T^l _ ^ (6 -iyl) , 

= i k^l0 + 2)/5 = sin 72« = 0,051 . 

Diese Werte ergeben sich auch, wenn man in s^ = 2r - sin 

die Werte für die Seiten des Vierecks, Sechsecks und Zehnecks einsetzt 
(gemäß S. 112£, § 30, 3). In gleicher Weise können dann auch die mit 
den Formeln § 30, 4 und 5 gefundenen Vielecksseiten zur Bestimmung 
von sin a und cos a benutzt werden. Jedoch wendet man hierzu, unab- 
hängig von jenen Berechnungen im Kreis, solche Formeln an, die un- 
mittelbar den Zusammenhang von Sinus und Cosinus der Winkel a 

und -^ geben. 



§ 36. Formeln des halben und doppelten Winkels. 
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§ 35. Formeln für Sin nnd Cos des halben nnd doppelten Winkels. 

1. In Fig. 147 läßt sich GE sowohl im A MCE, als auch im 
AäCE berechnen. Im ersteren ist (§34,5): 

CE =^ rsin. ttj im letzteren ist: 

CE = J.(7 • sin -| = (2r • cos —j • sin --, 



sin a = 2 • sin 



COSy 




Fig. 147. 



folglich _ ._ 2 

oder auch, weim man 2a statt a setzt: 

sin 3a = 2 • sin a • cos ex. III. 

Hiemach findet man 

sin 36« - 2 . sin 18« . cos 18^ == 2 . i V'e^ 2 ^/ö" . i yiÖTW^ 

= i y 4Ö ~SYE oder sin 36« = ^ ^10-21/5 = 0,588 . 
2. Ferner ist 



ÄE = A3I + ME = r (1 + cos a) 



und 



cos 



also 



ÄE = äC'Oosy = hr • cosy] 

1 + COS « == 2 cos- y; IV a. 

ebenso EB = MB — Jlf JE = r (1 — cos a) 

und da ^ £CjB = -^ ist, iJjB = CB- sin ^- = 2r sin^ -^, also: 

IVb. 

Aus beiden Gleichungen folgt noch durch Abziehen und Halbieren: 



a 



1 — cos « = 2 sin^ Y 



cos a 



a 



9 ** 
= COS^ — 



sm 



a 



V. 



2 2 

oder, indem man 2a statt c^ setzt: 

COS 2« = cos^« — sin-«. 

So ergibt sich nun z. B. für a = 36«: 

1 - cos 36« = 2sin218« = i (6 - 2y5) = i (3 - -/ö) 

oder cos 36« = \ (^5 + l) = 0,809 ; 

femer für a = 45« : 



2 sin* 22i« = 1 - cos 45« = 1 - l]/2 = '^,^- 



also 
und 



sin 22i« = -J-V2- y2, 
2cos2 22^« = 1 + cos45« = 1 + i/2 = ^ + ^, 
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also 

Ebenso für a = 30«; 



cos 22^« = ^V2 + y2"; 



2 — >/3 



also 



und 
also 






2 sin« 15" = 1 - cos 30» 

sin 15» ^ 
2 cos^ 15» = 1 + cos 30» = 1 + 41/3 = ^ +/* , 



3. Sind sin und cos von Winkeln, die kleiner als 45®, bekannt, 
so hat man damit auch (nach Formel I) cos und sin ihrer Ergänzungs- 
winkel zu 90®. Die Tafeln gehen deshalb nur von 0® bis 45® und haben 
zwei Eingänge mit Angaben von Winkeln links und rechts, die sich zu 
90® ergänzen; die oberen Bezeichnungen Sinus und Cosinus gelten für 
die linke Reihe der Winkel, die unteren Cosinus und Sinus für die 
rechte Reihe. 





1^2 : 


Sinus 




Cosinus 


15» 


-ys 


0,259 


0,966 


^V2 +1/3 


75« 


18»: 


i(V5- 


-1) 


0,309 


0,951 1^10 + 21/5 72« 


22^ 


iV2 '■ 


-V2 


0,383 


0,924 ■^V2 +1/2 


67i 


30« 


^ 




0,500 


0,866 


W^ 


60« 


36» 


il/io- 


2>/5 


0,588 


0,809 


\{Vö + i) 


54» 


45» 

1 


W2 




0,707 


0,707 


4-1/2 45» 






Cosinus 


1 


1 


Sinus 





Hieraus, wie aus der Betrachtung der nebenstehenden Figur 
geht hervor: 

Der Sinus nimmt mit wachsetidem Winkd zu, der 
Cosinus ab. 

Man ersieht hieraus ferner, daß bei Änderung des 

Winkels a (z. B. beim Verdoppeln) der Sinus sich 

_ nicht auch in gleichem Verhältnis ändert, sondern 

yr — - — -p^/t daß er schwächer wächst als a (vergl. Formel II, 

^ T« "'..^ ^ sin2a < 2sina). 

Fig. 14S. ^ / ^ 

Nähert sich a einem JB, so nähert sich die 
Gegenkathete der Hypotenuse, und bei 90® fällt sie mit ihr zusammen; 




§ 36. Sin und Cos von Winkel-Summe und Unterschied. 



129 



nimmt a ab und nähert sich 0®, so wird die Gegenkathete un- 
beschränkt kleiner und verschwindet bei 0®. Auch in diesen zwei 
Grenzfällen spricht man vom Sinus; man* setzt fest: 

sin 0<> = und sin 90<^ - 1 . 

In umgekehrter Folge ergibt sich: 

cos 0<^ = 1 und cos 90« - 0. 



§ 36. Formeln fDr Sin und Cos von Summe und Unterschied 
zweier Winkel. Tafeln für Sin und Cos. 

1. Um Sinus oder Cosinus für die Summe zweier Winkel 
a und /3 zu bestimmen, bildet man zunächst 
<^ (a + /3), indem man an <^ NOA = a (Fig. 149) 
den Winkel AOB ^ ^ anträgt. Wird auf dem 
zweiten Schenkel von /3 eine Strahlstreeke OJB ge- 
wählt und BX A. ON gefällt, so ist 



sin (a -1-/3) = ^^' 



cos (cc + ß) = 



OX 
OB 




Fig. 149. 



Zieht man nun BC ± OA, CY±ON ymA CZ±BX, so ist 
^CBX= a^ weil jeder von diesen den Winkel zwischen OC und 
BX zu einem Rechten ergänzt. Nun ist: 



XB^ YC + ZB 
= 0(7 • sin a -f BC • cos a; 

somit: 

sm (« + /3) = sm a -^^ + cosa ^^ 



OX^ OY - ZC 

=' OC ' cos« — BC ' sin«; 

somit: 

cos (a + /3) = cos a -^^ — sin« 
cos (a + /3) = cos a cos ß ■ 



BC 



OB 

sin a sin ß 

ß)y indem 



sin {cc + ß) = sin a cos ß + cos a sin ß . 

2. Bildet man den Unterschied der Winkel (a 
man in ^ NOA = a den Winkel A OB = ß ein- 
trägt, und wird wiederum auf dem zweiten Schen- 
kel von ß die Strecke OB als Strahlstrecke ge- 
wählt, wird femer 

BX±ON, BCA.OA, CY±ON, CZ±BX 

gezogen, so ist auch hier ^ CBZ = cc, und es 

gelten die in 1 angegebenen Beziehungen mit J^ ^ — =^ 

der Abänderung, daß hier ZB und ZC das ent-' -p^^ ^^q 

gegengesetzte Vorzeichen erhalten. So folgt: 

sin (« — /3) = sin a cos ß — cos a sin j3 . | cos (a — ß)^ cos a cos ß + sin a sin |3 . 

Die vier abgeleiteten Formeln lassen sich in die folgenden zwei 
zusammenfassen: 




Henrioi u. Treutlein, Lehrb. d. Elem.-Geometrie. II. 3. Aufl. 
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sin (« + i^) = sin « cos j? + cos « sin ßy VI. 

cos (« + ß) = cos « cos /3 + sin a sin ß. Vn. 

Welclie Zeichen hierbei' einander entsprechen, kann nicht zweifel- 
haft sein, da sin mit wachsendem Winkel zu-, cos aber abnimmt.' 

Aus diesen Formeln VI und VII lassen sich auch als besondere 
Fälle die Formeln III und V ableiten, indem man dort statt ß den 
Wert a setzt; weiterhin gehen aus V die Formeln IV a und b hervor, 
wenn man dort (nach II) 

sin^ a = 1 — cos* a oder cos* « == 1 — sin* a setzt. 

3. Auch die Formeln VI und VII lassen sich am Kreis ableiten. 

Trägt man in einen Kreis an den Grenzpunkten eines Durchmessers d 

zwei Winkel a und ß an, so entsteht ein Sehnenviereck AB CD (Fig. 151), 

auf welches man den ptolemäisehen Lehrsatz (S. 98, § 27,7) anwenden kann. 

Das Antragen der Winkel kann auf vier 
Arten geschehen; stets ist jB (7 =* c? • sin a und 
AC = d • cos a, 

1. Fall: Beide Winkel werden am selben 
Grenzpunkt auf verschiedenen Seiten von d an- 
getragen. Dann ist (a): 

(7i) == ^ sin (of + jS), BD^dsmß, AB^dcosß:; 
somit: d' dsm(a-}- ß) = 

dsmcc-dcosß-\- dcosa ' d sin ß oder: 

sin (cc-\- ß) = sin cc • cos ß + cos a • sin ß. 

5. 2. Fall: Beide Winkel werden am selben 

Grenzpunkt auf einerlei Seite von d angetragen. 
Dann ist (h): 

CI)=^d sin (a — ß), BD = d sin /3, AB = d cos ß, 
somit: d • cZ sin (a — /3) = 

d sin a • e? cos /3 — c? cos a • c? sin /3 oder: 

sin (cf — j3) = sin a • cos jS — cos a • sin ß, 

3. Fall: Die Winkel werden an beiden 
Grenzpunkten auf einerlei Seite von d angetragen. 
Dann ist (c): 

CD^dGO^{a+ß), BB^dQo^ß, AB-=^d^mß, 
somit : d-d cos (a + /5) =^ 

dQo^a*dcosß —d^ma-d^mß oder: 

cos (a + /3) = cos cc ' cos ß — sin a • sin ß, 

4. Fall: Die Winkel werden an beiden 
Grenzpunkten auf verschiedenen Seiten von d 

Fig. 151. angetragen. Dann ist (d): 
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CB^d cos (a — j3), BD = d cos j3, AB =- d sin /5, 

somit: d- dcos («■— j3) «(icosa-^ cos j3 + c?sina-dsin/5 oder: 

cos (a — /3) = cos a . cos jS + siii « • sin/3. 

4. Die Formeln VI und VII eignen sicli nun sehr dazu, für 
weitere Winkel Sinus und Cosinus zu berechnen. So ergibt sich: 

sin 15« = sin (45« - 30«) - sin 45« • cos 30« — cos 45« • sin 30« 

= il/2.i>^3- -1-/2.^ = 1(1/6 -1/2); 

ebenso cos 15« = i(l/6 + 1/2). 

Diese Werte gehen in die oben (S. 127, § 35, 2) berechneten über, 
wenn man sie quadriert und wieder die zweite Wurzel auszieht. — 
Femer: 

sin 12« « sin (30« - 18«) = ^ • i VlÖTWä - 1 1/3 • ^ (^b - 1) 

== \ . [V\0 + 2Yb - 1/15 + ys] = 0,208, 
woraus dann 5^5 = 2r . sin 12« sich ergibt. — Endlich auch: 
.sin 3« = sin (18« - 15«) = sin 18« cos 15« - cos 18« sin 15^ 

_ ^ [(1/5 - 1) . (>^ + >^) - VlÖ + 2 1/5 (1/6 - 1/2) I =0,052. 

Zur Berechnung von Sinus und Cosinus von je 3« zu 3« bis zu 
45« aus den schon berechneten Werten für 15«, 18«, 30«, 36«, 45« schlägt 
man am besten folgenden Weg ein, der zu den einfachsten Wurzöl- 
ausdrücken führt, indem man immer die einfachen Werte für die Sinus 
und Cosinus von 30« 60« und 45« benutzt: 



12« = 30« - 18« 

6« = 36« — 30« 
90 == 450 _ 360 

So erhält man: 



42« = 60« — 18« 
24« - 60« - 36« 
27« — 45« - 18« 



33« = 45«— 12« 
39« = 45«— 6« 



3« = 45« — 42® 
21« = 45«— 24«. 



< 



Sin 



D. 



D. 



Cos 



< 



< 



Sin 



D. 



D. 



Cos 



< 



0« 

3« 

6« 

9« 

12« 

15« 

18« 

21« 



0,000 
0,052 
0,105 
0,156 
0,208 
0,259 
0,309 
0,358 

Cos 



52 

53 
51 
52 
51 
50 
49 

D. 



1 
4 
7 
10 
12 
15 
17 

D. 



1,000 
0,999 
0,995 
0,988 

0,978 
0,966 
0,951 
0,934 

Sin 



90» 


24» 


0,407 


49 


20 


0,914 


87» 


27» 


0,454 


47 


23 


0,891 


840 


30» 


0,500 


46 


25 


0,866 


81» 


33» 


0,545 


45 


27 


0,839 


78» 


36» 


0,588 


43 


30 


0,809 


75» 


39» 


0,629 


41 


32 


0,777 


72» 


42« 


0,669 


40 


34 


0,743 


69» 


45« 


0,707 


38 


36 


0,707 



Cos 



D. 



D. 



Sin 
9* 



66« 
63« 
60« 
57« 
54« 
51« 
48« 
45« 
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5, Um nun die Werte für die Winkel von Grad zu Grad zu er- 
halten, beachte man, daß bei Berücksichtigung von bloß drei Stellen ihre 
Unterschiede D von 3^ zu 3® für die aufeinander folgenden Werte sich 
nur wenig ändern; daher kann man dies auch für die zwischenliegenden 
Grade annehmen, nämlich = -J- des Unterschieds von 3® zu 3®. Hiemach 
ergibt sich 

sin 1^ == i • 0,052 = 0,017, sin 2« = 0,052 — 0,017 = 0,035 

u. s. f. Wollte man mehr Stellen berücksichtigen, so würden allerdings 
die Unterschiede für die aufeinander folgenden Glieder der von 3® zu 3® 
fortschreitenden Tafel sich stärker verändert zeigen; die Tafel müßte also 
etwa von -|® zu ^^ oder von ^^ zu ^^ oder für noch kleinere Unter- 
schiede mittels der abgeleiteten Formeln berechnet werden; dann erst, 
wenn für den gewünschten Grad der Genauigkeit die Unterschiede der 
aufeinander folgenden Glieder nahezu übereinstimmen, würden die Zwischen- 
glieder eingeschaltet. 

Nach einer anderen Art der Berechnung erhält man Sinus und Co- 
sinus eines Winkels unmittelbar als einen Ausdruck des Arcus. 

6. Eine Einschaltung ist auch dann auszuführen, wenn zu 
einem nicht in der Tafel genau enthaltenen Winkel ein Wert be- 
stimmt werden soll. Ist z. B. sin 31^38' zu berechnen, während 
die Tafel gibt: 

sin 32« = 0,5299 
sin 3P = 0,5150 

so ist der Wertunterschied für 1« 0,0149, 

also für 1' -— - = 2,48 Einheiten der letzten Stelle 

[unter der nur annähernd geltenden Voraussetzung, daß die Unter- 
schiede der Funktionen sich wie die Unterschiede der Winkel ver- 
halten], somit für 38' = 38 • 2,48 = 94 Einheiten der letzten Stelle; 
deshalb wird sin 3l«38' = 0,5150 + 0,0094 = 0,5244. 

Für die Einschaltung bei cos ist der berechnete Unterschied abzu- 
zahlen, da dessen Wert mit wachsendem Winkel abnimmt. 

Anmerkung. Die Tafeln lassen sich benützen, um einen vorliegenden 
Winkel genauer zu messen, als es mit Hilfe eines gewöhnlichen Winkelmaßes 
geschehen kann, indem man zu dem Winkel ein rechtwinkeliges Dreieck zeichnet 
und die Seiten mit einem feinen Maßstab mißt, dann zu dem Verhältnis beider 
Strecken aus der Tafel den Winkel entnimmt; umgekehrt kann ein Winkel, 
dessen Größe durch Grade und Minuten bestimmt ist, mittels eines solchen Drei- 
ecks, dessen Seitenverhältnisse in der Tafel aufgesucht werden, ziemlich genau 
gezeichnet werden. 

§ 37. Tangens und Cotangens eines spitzen Winkels. 

1. In Fig. 143 (S. 123) läßt sich auch angeben, wievielmal so groß 

BC ist als AG, und die Verhältnisse -r7>, } J^ , . . . haben alle den 
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gleichen Zahlwert (§3,2); zu einem bestimmten <^ « ist auch dieser 
Zahlwert bestimmt und umgekehrt. Der so bestimmte Zahlwert heißt 
„Tangens des Winkels a". Man erklärt somit: 

Die Tangens eines spitzen Winkels im a 

rechtwinkeligen Breieck ist das Verhältnis seiner 

Gegenkathete zur Ankathete — also: 

, a r Gegenkathete 

^^^T L Ankathete ' 

Tangens eines Winkels ist also eine reine Zahl. 

2. a) Ganz wie in § 34, 2 (S. 124), ergibt sich auch hier: 

— = tg /3 = co(mplementi)taiigen8 a 

oder: 

X ^ r Ankathete 

^ a L Gegenkathete * 

D. h.: 

fr 

Die Cotangens eines spitzen Winkels im rechtwinkeligen 

Dreieck ist das Verhältnis seiner Ankathete zur Gegenkathete. 

Auch Cotangens eines Winkels ist also eine reine Zahl, 
b) Aus a folgt: 

cotg « = tg (90® — a) und tg « = cotg (90<> — «) Vm. 

Die Cotangens eines Winkels ist gleich der Tangens seines Er- 
gänzungswinkels zu einem Rechten (seines Complementwinkels). 

3. a) Aus 1 folgt: 

a = & • tg €x und h == 



tga* 

D. h.: Die Gegenkathete eines Winkels ist gleich dem Produkt 
aus Ankathete und Tangens des Winkels, 
b) Aus 2a folgt: 

6 = a • cotg « und a == — r 

^ cotg a 

D. h.: Die Ankathete eines Winkels ist gleich dem Produkt aus 
Gegenkathete und Cotangens des Winkels. 

4, Aus den Erklärungen in 1 und 2a folgt, weil -^ • = 1 ist: 

tg « • cotg « = 1. IX. 

6. Ferner folgt aus 

, a a: c 

tg « = -7- = , ' 

° b b:c 

j^ sina ^,^ cos« v 

tga = , cotg «=-3 • X. 

® cos«' ® sin« 

Ist z. B. sin cc bekannt, so folgt: 
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tga = 



sma 



Vi 



sin* a 



cotg a = 



y 1 — sin* cc 



am cc 



6. Man erhält so eine Tafel für Tangens und Cotangens 
aus der Tafel für Sinus und Cosinus. 



-^ Tangens 


Cotangens 


< 


15» 2 ys 


0,268 


• 3,732 2 + ys 


75» 


22i« 


y2 1 


0,414 


2,4U 


y2 + i 


67i» 


30» 


iV^ 


0577 


1,732 


n 


60» 


45» 


1 


1,000 


1,000 


1 


45» 




Cotang 


^ens 


Tangens 





Die Tangens nimmt mit wachsendem Winkel zu, die Cotangens ab. 
An den Grenzen der Größe eines spitzen Winkels ist 

*g 0"-^I = -?- = 0-cotg90», 

*g90»-^: = |=<x>-cotg.O». 

Jeder Zahlenwert zwischen und oo entspricht also der Tangens 
oder auch der Cotangens eines Winkels. 

7. Auch Tangens und Cotangens finden ihre Anwendung auf 
Strecken und Winkel im Kreis. In Fig. 135 (S. 115) ist die Strecke 
der Berührenden 

ÄD =» MA • tga =« rtga. 

Daher kommt die Benennung „Tangens". 

Läßt man hier ^ a wachsen bis zu 90®, so wächst AD und damit 
auch tg a ins unendliche. 

Für die Seite t^ des umbeschriebenen regelmäßigen w-ecks gilt hiemach 



« 4. 1800 



n . _. 1800 



r = -^ cotg 



n ' 2 " n 

8. Die Mathematik versteht unter ;,Punktion einer Größe rc" 
jede Größe, deren Wert sich mit dem Werte von x zugleich ändert, 

z.B. a^, "|/64. Die vier Zahlgrößen sin a, cos«, tga, cotg« ändern 
sich mit der Änderung von a; sie sind deshalb Funktionen von a 
und heißen auch kurz die Winkelfunktionen (goniometrischen 
Funktionen). — Es heißen auch sin a und tg a im engeren Sinne Funk- 
tionen, cos« und cotg« Cofunktionen. 

Zusatz. Wie cotg a als umgekehrter (reziproker) Wert von tg a, 

so wurde früher auch See ans (-^jt-t in Fig. 135] als umgekehrter Wert 

von Cosinus, Cosecans als umgekehrter Wert von Sinus gebraucht: 

1 1 



See« == 



cosa 



cosee cc == 



sm cc 
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9. Durch die abgeleiteten Formeln läßt sich jede der vier Winkel- 
funktionen berechnen, wenn eine gegeben. Ist sin« oder cos a ge- 
geben, so wird tg a und cotg a nach 5 berechnet. Soll umgekehrt 
sin oder cos eines Winkels durch dessen tg oder cotg ausgedrückt 
werden, so beachte man, daß: 

1 8in*a + cos*a ^ , . « 

— -=— = ~ == 1 + cotff* a , 

sin' a sin' a • o ? 

1 \sa 

woraus: sin a =* „ o 



]/l + cotg* a y tg« a + 1 

Die letzte Form entsteht aus der vorhergehenden, indem man 
Zähler und Nenner mit tga vervielfacht und IX berücksichtigt. Ebenso: 

1 sin* a -4- cos* a .9 , ^ 
— «— = 4 = tff* a + 1 , 

C08*a cos*a ^ ' ' 

1 Cotg cc 

woraus: cosa=' — 



>/tg*a + Y yi + cotg*a 

10. Aus den Formeln HI u. V (S. 127): 

8in2o( = 28ina cosa, cos2ci: = cos^a — sin^a 

Q flin /v COS U. 

erffibt sich durch Teilung: tflj:2a = : — ^ 



cos'of — sin*«' 



und indem man Zähler und Nenner durch cos^a teilt: 



tff 2 a = - — f-*^ , ebenso cotg 2 a = ^^^ ^ 

® 1 — tg* a' ° 2 cotg of 

11. Aus den Formeln IV a und b (S. 127): 



cc 1 /l + cos a . a t /l — cos a 

folgt durch Teilen: 

, a -1/1 — cosof sinof 1 — cosof i 4- ^ ^ ^ 

° 2 J''^ i + cosa 1 + cosa sina ' ° 2 sina tga * 

Ebenso: cotg^ = h 



2 sina tga * 
12. Durch Zusammenzählen . dieser beiden Gleichungen folgt: 

2 ,a,.a,al ^ 2""^ . 

-^—- = tg-- + cotg-- = tg - H ==* , somit 

sma 02' »2 ® 2 ' a . a ' 



*^ 2 *» 2 



sm a 



cc 

1+tgJ 



Durch Abzählen folgt ebenso: 
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a 



tga 



= cotg - 



a 1 a 



tg^ 



a 



tg 



Of 



tg 



a 



tga = 



Ferner 



smo; 
cos a = T — = 
tg« 



° 2 



tg^ 



a 



cötga = 



ö 2 

. „ a 
1 - tg ö 



^ 2 

2tg- 
^ 2 



o; 



Hiernach sind also alle Funktionen von a rational in tg y ausdrückbar. 

13. Die VI und VII (S. 130) entsprechenden Formeln für tg und 
cotg ergeben sich aus diesen FormeLi ebenfalls durch Teilung: 

, / \ o\ sin (of + /?) sin a cos /3 + cos o; sin /? tg a J;^ tg /? 

° ^ '^^ cos (a + j8) cos a cos /3 + sin a sin /? 1 + tg a tg /? ' 

wobei die letzte Form aus der vorhergehenden mittels Teilung von 
Zähler und Nenner durch cos« cos /3 erhalten wird. Ebenso folgt: 

'^ ^ ^^ cotgp + cotga 

§ 38. Formeln für Summen und Unterschiede von Winkelfunktionen. 

1, Werden die Formeln für 

sin {a + ß) und sin (a — ß) , 

ebenso die für cos (a + ß) und cos {a — ß) 

zusammengezählt und wird auch je die zweite von der ersten abgezählt, 
so finden sich neue Gleichungen; diese aber gehen durch Einsetzen von 

y = a + /3 und 8 = a — ß 

über in die folgenden: 

sin ;^ + sin d = 2 sin 
sin y — sin 8 = 2 cos 
cos y + cos 8 = 2 cos 



7+J 
2 

2 
y4-d 



cos y 



cos 8 == — 2 sin 



2 



COS 



sm 



COS 



sm 



2 ' 

y — d 

"~2~' 

y — d 
y — d 



(XI) 



Diese Formeln (prosthaphäretische Formeln, s. § 52, i) ersetzen 
die Summe und den Unterschied durch ein Produkt, und dieses ist 
für logarithmische Rechnung geeigneter. 

2. Die entsprechenden Formeln für tg und cotg sind: 

i _i_ i /» sina cos ß + cos a sin ß sin (a + ß) 

tgra ± tff/J = ^^= — ^ — " = — -~"^, 

° ° '^ cos a • cos p cos a • cos p ' 



cotg« ± cotg/3 = 



sin (/? + a) 
sin asmß ' 
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3. Für die Summen und Unterschiede der Funktionen eines 
einzigen Winkels folgt gemäß der Formeln XI: 

sin a + cos« = cos(90^ — a) + cos« = 2 • cos 45^ • cos(45^ — a) 

=1/2 cos(45« -a)^ y2 sin(45« + a) , 
sin« — cos« = cos(90^ — a) — cos« = — 2 • sin 45^ • sin(45^ — a) 
oder = sin « — sin (90® — a) = 2 cos 45® sin {a — 45®). 

. , cos*a + 8in*a 

cotff« H- tga = — r— — - — , 

o -ä- o sin a cos a ' 

woraus : 

2 

cotgoc + tga =» -.-^ , cotga — tg« == 2cotg2ci^. 

§ 39. Gebrauch der logarithmisch-goniometrischen Tafeln. 

1. Zum Vervielfachen und Teilen der Winkelfunktionen dienen 
die Tafeln ihrer Logarithmen. In diesen Tafeln ist die Kenn- 
ziffer oder Stellenzahl, sobald sie negativ sein sollte, um 10 zu groß 
angegeben, damit negative Zahlen vermieden werden. Bei der Be- 
stimmung des Stellenwertes der zugehörigen Zahl selbst ist dies stets 
zu berücksichtigen, namentlich auch wenn der Logarithmus durch eine 
Zahl zu teilen ist; denn hierbei ist auf bekannte Weise die negative 
Kennziffer erst teilbar zu machen. 

Man findet z. B. 

lg sin 11 ®40' = 9,3058 - 10 = 0,3058 - 1 = 1,3058, 

lg tg 5®20' == 2,9701, lg cos C5®30' = 1,6178 . 

lg cotg 82®40' = 1,1096. 
Die Art der Einschaltung ist dieselbe wie in den andern 
Tafeln. 

Ist z. B. Igsin31®38' zu bestimmen und gibt die Tafel nur: 

lgsin31®40' = 1,7201 
lgsin31®35^ = 1,7191 

so ist für 5' der Unterschied in den letzten Stellen = 10 , 

also ist für 3' „ „ „ „ „ „ = 10 • | - 6, 

somit lg sin 31®38' = 1,7197 (und sin 31®38' = 0,5844). 

Hierbei ist zu beachten, daß für lg cos und lg cotg der 
Unterschied von dem der Tafel entnommenen Wert des 
nächst kleineren Winkels abzuzählen ist. 

Auch der dem gegebenen Winkel nächstliegende größere 
Winkel der Tafel kann benutzt werden. Es sei z. B. lg cos 20®37' 
zu bestimmen, während gegeben: 

lg cos 20®30' .= 1,9716 
lgcos20®40'= 1,9711 
somit ist der Unterschied für 10' .... == 0,0005, 
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also ist der Unterschied fiir 3' = 5 • ^ = 1,6 Einheiten der letzten 

Stelle, und dieser Unterschied ist hier zu lg cos 20^40' zuzuzählen, 
weil cos mit abnehmendem Winkel zunimmt; also wird 

lg cos 20037' = 1,9713. 

Die Tafel gibt übrigens selbst stets darüber Aufschluß, ob zu- oder 
abzuzählen ist, da der fragliche Wert zwischen den beiden an- 
schließenden Werten der Tafel liegen muß. 

2. Soll zu dem gegebenen Logarithmus einer Winkel- 
funktion der Winkel bestimmt werden, so sucht man zuerst 

die nächst kleinere Zahl; z. B. für lg sin a = 1,8271 findet man zu- 
nächst 1,8269 = lg sin 42^ 10', 1,8276 = lg sin 42« 15'. 
Zum Unterschied 7 der letzten Stellen dieser aufeinanderfolgenden Tafel- 
werte gehört der Winkelunterschied 5'; zum Unterschied der letzten 
Stellen der gegebenen Zahl und des nächstkleineren Tafelwertes 
71 — 69 = 2 gehört der Winkelunterschied 5 • ^f = 1'; somit ist 
Ä = 42^11'. Ob zu- oder abzuzählen ist, ersieht man auch hier leicht 
aus der Tafel. 

3. Für kleine Winkel unterscheiden sich sin a, tg or, arc a 
nur wenig, von (fi bis 2^40' um weniger als 0,00005, so daß bei Be- 
nutzung von nur vierstelligen Werten für solche Winkel 

sin a = tg a = arc a 

gesetzt werden kann. Auch b^ vierstelligen Logarithmen ist bis zu 1®: 

lg sin a = lg arc a =* lg tg a'. 

Da nun arc cc = t^k"^k = ^ ' ^-^c l', so ist für solche kleine Winkel: 

lg sin a = lg tg a = lg arc a = lg arc l' -f lg a = 4,4637 -f lg a, wobei 
lg arc l' als unveränderliche Größe (= 4,4637) stets in Rechnung kommt. 
Z. B.: lg sin 0M7' = 4,4637 -f lg 47 = 4,4637 + 1,6721 

= 2,1358 == lg tg 0® 47'. 

4. Umgekehrt, wenn der kleine Winkel a zu bestimmen ist zu 

lg sin a oder lg tg a < 8,24 (= lg sin 1® = lg tg 1% 

etwa lg tga=- 2,1072, so ist lg «' = 2,1072 — 4,4637 = 1,6435, a = 44'. 

6. Für dieselbe Winkelgröße ist annähernd cos a = 1 , lg cos a = 
zu setzen, während 

lg cotg « = - lg tg « ^ (4,3637 + lg «), 

wonach zu dem gegebenen kleinen Winkel lg cotg oder zu gegebenem 
lg ctg der Winkel bestimmt wird. 

6. Ebenso läßt sich lg cos j3, lg cotg j3 und lg tg j3 für Winkel be- 
rechnen, die nur um a Minuten kleiner als ein Rechter sind, indem 
dann cos /3 = sin a, cotg /3 = tg a, tg j3 == 1 : tg «, also lg tg /5 == — lg tg cc ist. 
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Z. B. lg cos 89*51' == lg sin 9' == 4,4637 + 0,9542 = 3,4179, 

lg cotg ß = 8,2041 (< 8,24) = Igtga , a = 2,2041 — 4,4637 = 1,7404, 

a = 55', /3 = 89<^5'. 

Ebenso lg tg j3 == — (lg a + 4,4637). 
Hier ist dann nahezu 

sin j3 — 1 , lg sin j3 =* . 

§ 40. Berechnung von Seiten und Winkeln des rechtwinkeligen 

Dreiecks. 

1. Mit Hilfe der Tafeln für die Winkelfunktionen lassen sich bei 
einem Dreieck oder bei irgend einer Figur, von welcher die zur 
Zeichnung genügende Zahl von Strecken und Winkeln gegeben ist, 
die übrigen Strecken und Winkel berechnen. Solche Berechnung von 
Stücken eines Dreiecks mittels der Winkelfunktionen ist der Gegen- 
stand der Dreiecksberechnung oder Trigonometrie. 

2. Wenn das Dreieck ein rechtwinkeliges ist, so geben die 
vier Winkelfunktionen im Verein mit dem Pythagoreischen Lehrsatz 
und mit dem Satz von der Winkelsumme im Drei- 
eck sofort die Beziehungen zwischen den gegebenen 
und den gesuchten Stücken. 

Völlig bestimmt ist das Dreieck durch zwei Stücke, 
wenn unter diesen eine Seite vorkommt. Hiemach 
gibt es je nach der Zusammenstellung der gegebenen 
Stücke die nachfolgenden fünf Hauptaufgaben. 

3. Es sei gegeben die Hypotenuse und ein Winkel^ etwa 
c und a. — Dann ist: 




a = c sma 



c = 9,37 
cc « 76H4' 



I lg 



Igsinof 
Ige 



coBa 



c cosa. 



1,9883 
0,9717 
1,3607 



Iga 
Igt 



0,9600 
0,3324 



a - 9,12 
6 = 2,15. 



4. Es sei gegeben eine Kathete und ihr GegenwinTcel, etwa 
a und a. — Dann ist: 



c = 



a 



a = 9,12 
«= 76^44' 



sinoc' 



lg sin a 
lg« 

^ cotg tt 



b = acotga. 

1,9883 
0,9600 
1,3725 



Ige 
Igb 



0,97 17 
0,8326 



c .= 9,369 
b = 2,150. 
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6. Es sei gegeben eine Kathete und ihr Änwinkel^ etwa a 
und ß, — Dann ist: 



c = 



a 



b = a tg/J. 



a=-9,12 






cos ß^ 

I lg coB/3j 1,9863 

llga ' 0,9600 

lg tg^ 1,3725 

Ige 0,9717 
lg 6 0,3325 



c = 9,369 
6 = 2,150. 



6. Es sei gegeben die Hypotenuse und eine Kathete, etwa c 
und a. — Dann ist: 



a 
sm a — — 
c 



cos /3, 6 = y{c + a) (c — a). 



c « 9,37 
a = 9,12 



Iga 
Ige 



1,9600 
0,9717 



lg (c + a) 
lg(c~6) 



c + a = 18,49 
c-a= 0,25 



21g6 
lg 6 



1,2669 
1,3979 

0,6648 
0,3324 



lg sin a, 1,9883 
« = 76044' 
/3=13n6' 6 = 2,15. 

7. jBs 5eim gegeben die b iden Katheten a und b. — Dann ist: 



tg« = -J- = cotg/3, c = ya^ + b\ 



a = 9,12 
6 = 2,15 



Iga 
lg 6 



0,9600 
0,3324 



lg tga 10,6276 



a = 76^44' 
/J= 13^16'. 

Wenn a bestimmt ist, so wird c wie in 4 berechnet. 

8. Das gleichschenkelige Dreieck wird durch seine Mittel- 
linie in zwei rechtwinkelige zerlegt; eines dieser wird dann behandelt, 
wie eben gezeigt wurde. 

§ 41. Anwendung der Winkelfunktionen auf Berechnungen im Kreis. 

1. Für eine Sehne und ihren ümfangs- oder halben Mittel- 
punktswinkel a in einem Kreis mit dem Halbmesser r gilt die 
Gleichung s = 2r • sin cc (S. 125, § 34, 5), für die Seiten des ein- und 
umbeschriebenen regelmäßigen w-ecks (S.126,§34,6 und§37,7): 



s„ = 2r sin 



180<> 



n 



n 



^n==2rtg-^. 



n 



wobei die Werte für sin und tg aus § 35 und § 37 als Wurzelaus- 
drücke oder aus den Tafeln als Dezimalbrüche entnommen werden 
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können. In letzterem Fall kann die Seite jedes Vielecks berechnet 
werden, z. B.: 

59 - 2r . sin 20«, ^^ = 2r • tg 25H3'. 

2. Zur Berechnung des Inhaltes E^ des einbeschriebenen 
w-ecks bestimmt man noch den Abstand der Seite vom Mittelpunkt 

a;„ = r cos (S. 125, § 34, 5) und findet: 

^ n ^ . 1800 180<> nr^ . 360<> 

j&„ = — • 2r sin r cos = -^— sm 

mit Anwendung von Formel III (S. 127, §35,i). 

Für das umbeschriebene Vieleck ist der Abstand der Seite 
vom Mittelpunkt = r, daher 

TT 2 J. 180« 

U = nr^ tff — • 

n e ^ 

Da r = Y . cotg -^, so ist auch ^n = T V^otg -^, 

wonach der Inhalt eines regelmäßigen Vielecks aus gegebener Seite be- 
rechnet wird. 

3. Der Umfang des Kreises 7cd liegt immer zwischen den Um- 
fangen der ein- und umbeschriebenen Vielecke (S. 117, §31,3): 

, . 1800 ^ , ^ , . 1800 
wasin <i7ta < natis , 

also : n sin < ^ < w tsr 

Zum Beispiel für w = 60 : 60 sin 3» < :«; < 60 tg 3«; 

oder da (S. 131, § 36, 4) 

sin 3« = 0,05233597, tg 3« = 0,05240778, 

3,1401582 <ür< 3,1444668. 

Gemäß § 31,3, Zus. (S. 117) erhält man hieraus annähernd: 

2 . 3,1401582 + 3,1444668 
7t 3 , 

TU == 3,141594 statt 3,1415926. 

4. Für die Berechnung des Kreisbogens h und Kreis- 
ausschnittes S aus dem Halbmesser r und dem Mittelpunktswinkel a ist 

Hier wird arca der Arcustafel entnommen oder bei logarith- 
mischer Rechnung arc a9 = a - arc l'' gesetzt, wobei arc 1® = ^^ , 



lg arcl® =2,2419 als unveränderliche Größe in Rechnung kommt. 

(Ebenso für Winkel in Minuten lg arc 1' = 4,4637). Z. B. für r = 13,25, 
a = 12038' = 12,63«: 
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Igr 1,1222 

lg r 1,1222 

Ige? .1,1014 
Igarcl«. 2,2419 
-lg 2 ,1,6990 



IgS 1,2867, 5=19,35. 

Umgekehrt ergibt sich, wenn r und i oder S gegeben sind, der 
Winkel a aus: 

Igao == lg2 + IgS - 21gr - Igarc P. 

5. Zur Berechnung des Kreisabschnittes, wenn der Halb- 
messer r und der Mittelpunktswinkel a gegeben sind, wird Ton dem 

Kreisausschnitt — arc a das zugehörige Dreieck -r- abgezahlt, 
wobei - = rsin -- und x == rcos -^ ist, also 



2 — 2 ^ • 2 

8X 

2 ' 2 2 2 

^•2 



= r* sin — cos — = — sin a (nach Formel HI), 



also: ^ SS -g- (arc a — sin a). 

Hier wird am kürzesten arca und sina unmittelbar aus den Tafeln 
entnommen (auch bei Einschaltung). 

Zusatz. Für den Fall, daß <^ a stumpf ist, wird nach § 42 (S. 143) 
sincif = sin (180® — a) gesetzt; wenn a überstumpf ist, wird (da dana das 
Dreieck zuzuzählen ist) statt — sin a nun + sin (360® — a) oder 
sin (a — 180®) gesetzt (vgl. § 48, 2). 



Zehntes Kapitel. 
Die Winkelfanktionen im schiefwinkeligen Dreieck. 

§ 42. Die Funktionen stumpfer Winkel. 

1. Um die Winkelfanktionen auch auf größere Winkel als einen 
Rechten anzuwenden, trägt man auf den einen Schenkel eines solchen 

Winkels a eine Strahlstrecke c ab, fallt von 
deren Endpunkt die Senkrechte (Ordinate) 
a auf den anderen Schenkel, auf dem sie einen 
Abschnitt (eine Abszisse)^ C begrenzt. Hier- 
durch entsteht neben dem Winkel a ein recht- 
winkeliges Dreieck, in dem die Strahlstrecke 
an Stelle der Hypotenuse, die Senk- 
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rechte an Stelle der Gegenkathete des Winkels und der Ab- 
schnitt an Stelle der Ankathete tritt, so daß die Bestimmungen 
der Winkelfunktionen sofort auf dieses Dreieck übertragen werden 
können; sie sind auch hier schon durch den Winkel allein be- 
stimmt — und umgekehrt. Dabei ist jedoch noch ein Gegensatz 
gegenüber der Lage bei spitzen Winkeln hervorzuheben, der durch das 
negative Vorzeichen zum Ausdruck kommt. 

2. Behält man wie in Fig. 148 (S. 128) die Länge der Strahlstrecke 
für einen von 0® ab wachsenden Winkel unverändert bei, so wird die 
Ankathete immer kürzer, bis sie bei 90® zu Null wird. Überschreitet 
dann der Winkel einen Rechten, so erhält der Abschnitt ^C(Pig. 154), 
der der Ankathete entspricht, die gegengesetzte Lage vom Scheitel 
aus: er wird deshalb mit dem negativen Vorzeichen versehen = — 6. 
Die Zahlengröße für diesen Abschnitt nimmt also gleichsam noch weiter 
ab und erreicht bei zwei Rechten die negative Größe der Strahlstrecke. 
Dadurch werden hei stumpfen Winkeln die drei mit der Ankathete ge- 
bildeten Winkel funlctionen negativ: cobu^^^^—, tga=3^, cotga== • 

Der entsprechende Winkel des angeschlossenen rechtwinkeligen 
Dreiecks ist der Nebenwinkel zu «, also =^ 180® — a. Hieraus folgt 
für die Bestimmung der Punktionen stumpfer Winkel: 

sin « = + sin (180® — «), tg a = - tg (180<> - «), ^^^^ 

cos« = — cos (180® — «), eotgass — ctg (180® — «). 
Z. R sin 135n2' = sin (179®60' - 135n2') = + sin 44®48', 

cos 108®10' = -cos 71®50', tg 148n5' = - tg 31®45'. 

Wenn umgekehrt die negative Funktion gegeben ist, so sucht man 
zunächst den entsprechenden Winkel der ersten Viertelsdrehung, z. B. 
cotg a = — 5,352, lg cotg a = 0,7285 (— ), 

a ^ 10®35' (II) = 180® - 10®35' = 169®25'. 

3. Die Vergleichung dieser Werte mit denen im ersten Viertel 
der Drehung zeigt, daß im 2. Viertel mit wachsendem Winkel der 
Sinus im selben wechselnden Verhältnis, wie er im 1. Viertel zunimmt, 
nun symmetrisch abnimmt von sin 90® = + 1 bis sin 180® = 0, der 
Cosinus negativ wächst von cos 90® = bis cos 180® = — 1, die 
Tangens alle Werte annimmt von — oo bis und Cotangens von 
bis — oo. 

Die Erweiterung der Funktionen bloß auf stumpfe Winkel genügt für 
die eigentliche Dreiecksrechnung oder Trigonometrie. Später (§ 48) 
wird noch die Erweiterung auf überstumpfe Winkel notwendig werden. 

4. Für a > 90® folgt nun noch sin a ^ sin (180® — a) oder auch 
= sin [90® - (a - 90®)] = cos (a - 90®) nach Formel I (S. 124). So 
ergibt sich für die Bestimmung der Funktionen stumpfer Winkel der 
für die Rechnung einfachere Weg, vom Winkel 90® ahzuzählen und 
die verwandten Funktionen (mit entspreehendem Vorzeichen) zu nehmen: 
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-ctg(«-900), 



a* 



sliia=s+ COS (a — 90®), tga= 
008« = — sin («—90®), cotga= 

Z. B. cos 119®34' = - sin 29®34'. 

5. Daß die Formeln für den Zusammenhang der vier Funktionen 
eines Winkels, nämlich 11 (S. 125), IX und X (S. 133) und die daraus 
abgeleiteten auch für stumpfe Winkel gelten, ergibt sich un- 
mittelbar wie dort aus den Beziehungen der Seiten des rechtwinke- 
ligen Dreiecks (c, a, — b). Ebenso behalten die Formeln für Summe 
und Unterschied zweier Winkel VI, VII (S. 130) ihre Geltung. Dies 
läßt sich nachweisen, indem man die Funktionen auf solche von 
spitzen Winkeln zurückführt. 

Ist 180® > (a + /3) > 90®, so lassen sich zwei Fälle unterscheiden: 

a) Die einzelnen Winkel a und ß sind kleiner als 90®; dann ist 
sin (« + /3) = sin (180® - a - /J) = sin [(90® - a) + (90® - ß)] 

= sin (90® - a) - cos (90® -ß) + cos (90® - a) - sin (90® - ß) 
= cos a &mß -\- sin a cos ß. 
Ebenso cos (a + ß) ^ - cos [(90® - a) + (90® - ß)] usw. 

b) Ist aber ein Winkel, etwa a > 90®, ß < 90®, also 180® - a < 90®, 
sin (a + /3) = sin (180® - (a + ß)] = sin [(180® - «) ~ /3] usw. 

cos (a + /3) = cos [(180® — a) — ß] usw. 

Die Formeln für (a — /3) > 90® [oder mindestens a > 90®] erhält man, 
indem man 180® — (a — /J) umsetzt in (180® — a) -{- ß und hierauf 
die eben abgeleiteten Formeln anwendet. 

Die Formeln für den halben und doppelten Winkel III, IV, V 
(S. 127) behalten ebenfalls ihre Geltung, da sie als besondere Fälle 
aus VI abgeleitet werden können (s. S. 130), und ebenso gelten dann 
alle übrigen abgeleiteten Formeln von § 37 und 38. 

§ 43. Beziehungen zwischen Seiten und Winkeln des schief- 
winkeligen Dreiecks. 

1. Durch eine Höhe Ä J_ c wird ein schiefwinkeliges Drei- 
eck in zwei rechtwinkelige zerlegt (Fig. 155). 

Es ist: 

h = a ' sinß (in Fig. 155, b ist A = a • sin d = a • sin ß) 
ferner: ä = 6 • sin a (in Fig. 155, c ist A = 6 • sin £ = 6 • sin a), 

a. Ä. c. 
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also: a ' sin ß = b ' sin cc 

oder a : & = siu c( : sin ß. XIH. 

Ebenso würde die Benützung der beiden andern Höhen ergeben: 

b : c = smß : sin y und a: c = sina : siay, 

oder zusammengefaßt: a : 6 : c = sin a : sin ß : sin y. 
Dies ist der sogenannte Sinussatz: 

Die Seiten eines Dreiecks verhalten sich wie die Sinus 
ihrer Gegenwinkel. 

Zusatz. Ein zweiter Beweis ergibt sich unter Benützung des Drei- 
ecks-Umkreises. Ist dessen Durchmesser d, so ist (S. 125, §34,5) 

a = d sin a oder d == — oder = 



sin a sin (J sin y 

Anmerkung. Der Sinussatz schließt auch für den besonderen Fall, 
daß etwa -^y = B ist, die Erklärung in § 34, i (S. 124) in sich; er um- 
faßt auch die Sätze in Teil I, § 17,2b und §18,1 und ergänzt sie durch 
die bestimmte Angabe über den Wert des Seitenverhältnisses. 

2. Nach dem allgemeinen Pythagoreischen Satz (S. 94, § 27, 2) ist: 

Wenn nämlich <^ a spitz (Fig. 155, a und b), so gilt das obere 
Zeichen, und es ist q = b cos a; wenn aber <^ a stumpf ist (Fig. 155, c), 
so gilt das untere Zeichen, und es ist g = 6 cos £ = — 6 cos«. In 
jedem Fall gilt also die folgende (trigonometrische) Form des all- 
gemeinen Pythagoreischen Satzes: 

XIV. a^ = ft^ + c^ — 26c cos «; ebenso: 

b^ = a^ + c^ — 2ac cos ß, 

c^ = a^ + &^ — 2(^b cos y. 

Dies ist der Oosinussatz: 

In jedem Dreieck ist das Quadrat einer Seite gleich 
der Summe der Quadrate der beiden andern Seiten ver- 
mindert um dOjS doppelte Produkt dieser Seiten und des 
Cosinus ihres Zwischenwinkels. 

3. Eine Seite ist die Summe ihrer Abschnitte unter den andern Seiten. 
So ist in Fig. 155, a: 

j> = a • cos j3, q =: h ' cos a und: c = p -]- q: 

in Fig. 155, b: 
p = a' cos 6 = — a-cosß, q = b' cos a und: c = — i> + 2; 

in Fig. 155, c: 
i? = 0'Cosj3, g==&-cos€ = — &-cosa und: c= p — q' 

also ist in jedem Falle: 

Henrlci u. Treutlein, Lehrb. d. Elein.-Geoinetrie. II. 8. Aufl. 10 
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c == a • cos ß -\- b ' cos a; ebenso: 

f) s= c * cos cc -\- a * cos y 

a =^ b ' cos y + c • cos j3. 

Dies ist der sogenannte Satz der Abschnitte (Projektionssatz). 
Die erste dieser Formeln gibt: 

b • cos cc = c — a ' cos /3, 
der Sinnssatz gibt: 

& • sina = a • sin/S. 

Das Quadrieren und Addieren dieser Gleichungen führt zu dem 
Cosinussatz. 

Teilt man durch diese Gleichung die vorangehende, so erhält man 
die (auch aus der Fig. 155 unmittelbar ablesbare) Gleichung: 



c — p c — a • cos ß 

cotg of = — i:^ = . ^ 

° h a- sm p 



oder: 



cotg a = 



cotg j3. 



XV. 



a • sin ^ 

Dies ist die sog. Cotangensformel. 

4. a) Wird im AABC (Fig. 156) ÄS ^ Äü ^ c abgetragen, 

so wird CS = (h + c) und (7 [7= (6 - c) . Zieht 
man noch BS und BU^ so wird ABAS 

gleichschenkelig, also ist <^ ä = — ; <^ SBU 

ist als ümfangswinkel im Halbkreis == i?, und 
wird noch CF\ ÜB oder J. SB gezogen, so 
ist im A FCS 

_? + 7 

2 




^c^'+d) =90» —:-="+?+-'' 






somit 



^3 = ^?^_y = ^-r 



Fig. 156 



2 ' 2 

Nun verhält sich aber 

Q)-c):(l + c) = CU:GS^FBi FS 

= CF'i^8:CF^ig{y + d). 

Also: tg-^=^ : tg-^4^ = (6- c) : {b + c). XVI. 

Dies ist der Taugenssatz: 

In jedem Dreieck verhält sich die Tangens des halben 
Unterschiedes zweier Winkel zur Tangens ihrer halben 
Summe wie der Unterschied ihrer Gegenseiten zu deren 
Summe. 

b) Ein zweiter Beweis dieses Satzes ergibt sich aus dem Sinussatz; 
man leitet nämlich aus 
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sin a : sin j3 = 6 : c (nach § 2, öa) ab : 

(sin a — sinß) : (sin cc + sin ß) =(& — (?):(& + c) 

und formt nun die linke Seite um nach § 38, i (XL). 

5. Statt dieses Satzes können auch folgende zwei Formeln be- 
nutzt werden. Im A FCB (Fig. 156) ist: 

aBmd = FB=Cücoa~, 
acos* = FC=C/Sfsin-^, 
also: /. flin £Z121 = r#» - ^ "* 



a sin ^ ^^ = (ö — e) cos -j 
a cos ■^— 2"^ = {f> + c) sm -^ 



XVI a. 




Dies sind die Cagnolischen Formeln (meist nach Mollweide 
benannt)*, aus denen durch Teilung der Tangenssatz (XVI) folgt. 

6. Zeichnet man den Inkreis des Dreiecks, so bilden seine Be- 
rührungspunkte auf den Seiten Abschnitte, deren 
Größen schon im I. Teil, § 35, 2 angegeben wurden. 
Wenn 5 = ^ (a + 6 + c), so ist 

«1 == s — a, ^2 "^ ^ — ^? ^3 = ^ — ^9 
während der Halbmesser des Kreises q nach § 27, 6 
(S. 97) berechnet wird. 

Es ist ()= ]/^^*|-S ^*«•^^^• 

und aus der Figur folgt unmittelbar: 

«•tgf=|-» ««tg|=;% cotg|=^. xm. 

Anmerkung. Aus dem Cosinussatz folgt: 

1+ cos« = ^^c + ^' + c'-a' _ jb + c + a) (& + c-a) _ 28-28, 
' 2bc 2hc 2hc ' 

somit (S. 127, § 35, 2): 2 cos» y = ^, coSy = ]/^ . Ebenso: 

1 - cosa = 2sin«y = ^, 

Teilt man die erste Formel durch die zweite, so ergibt sich 
wieder wie vorhin: 




^^ ^ 2 V s,Sj ^1 r 5i«s«s Q ' 



• Man merke sich, daß in den Formeln für die Hälfte von Winkeln [hier 
wie in § 85, 2 IV und in den Formeln der folgenden Anmerkung (in 6)] dem siniM 
mintM gegenübersteht, dem C08inu8 plus, 

10* 
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§ 44. Berechnung von Seiten und Winkeln im Dreieck. 

1. Ein Dreieck ist bestimmt durch drei voneinander unab- 
hängige Stücke; unter diesen muß also mindestens eine Seite sein. 
— Je nach der Zusammenstellung der gegebenen Stücke hat man 
vier Hauptaufgaben zu unterscKeiden. Diese werden im folgenden 
gelöst. 

2. Es seien eine Seite und ihre beiden Anwinkel gegeben^ etwa a, 
ß und y. — Dann ist aucb der dritte Winkel bestimmt, nämlich: 
a = 180® — (ß + y). Die Seiten b und e ergibt der Sinussatz, nämlich: 



asin^ 
sin cc ' 



C = 



asiny 
sinc^ 



wobei sin a = sin (/J + y) gesetzt werden kann. 
Beispiel: 

1,91 75 
0,7259 
0,0633 
1,9551 



a — 


5,32 


ß- 


55«48' 


y — 


640 23' 



/j+y=i2onr 

«- 59U9' 




0,7067 
0,7443 



b = 5,090 
c =. 5,550 



3. Es seien zwei Seiten und ihr Zwischenwinkel gegeben, etwa 
&, c und a (wobei by^ c). 

a) Wenn b und c Zahlen sind, deren Quadrate leicht (ohne 
Logarithmen) berechnet werden, so nimmt man zur Berechnung der 
dritten Seite den Cosinussatz: 



a'= ]/&^ + c^ — 2bc cos a; 
zur Berechnung eines Winkels kann die Cotangensformel XV dienen: 



cotff/3 = j—. cotff a 

® '^ 6 sin a ° 



oder 



cotg y == 



Beispiel: 



sina 

b 
c sin a 



— cotg«. 



h- 


15 


c =- 


13 


cc = 


: 59»29' 



6» = 225 

c« = 169 



6« + c» = 394 
2bc cos tt = 198 



26c 
lg 26c 

lg cos K 



390 

2,5911 
1,7056 



lg 26c cos a| 2,2967 



a^ = 196 
«=14 
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Ige 
lg sin a 



1,1139 
1,9352 



lg c sin a 
lg 6 



1,0491 
1,1761 



lg 



C8in et 



0.1270 



— T— = 1,340 

c sm a ^ 

cotg a = 0,589 

cotgj/ = 0,751 
lg cotg y = 1,8756 
y = 53^6' 



b) Wenn b und c mehrzifferige Zahlen sind, und es wird die 
dritte Seite verlangt^ so verwendet man den Cosinussatz in ab- 
geänderter Form: man setzt in a* = 6^ + c^ — 26c cosa den Wert 



a 



oder 



cos a = 2cos^ — — 1 



COS a = 1 — 2 sin^ — 



ein (nach S. 127, §35,2, IV) und findet so: 

a^ =^ (b + ey — 4tbe cos^ ^ = (6 + e^ — hybc cos ^-j und 

a« = (6 - (j)2 + 46c sin2 ^ =. (b - cy + (2ybcsia y)'- 

So ist die Formel für die logarithmische Rechnung bequemer als zuvor. 
Setzt man noch 



2 • Ybc ' cos — = 



m. 



so wird 



a 



= y(b'+ c + m) (6 + c - m). 



Beispiel: 

b = 39,6 

c =» 28,2 
a = 47^36' 



l = 23M8' 



lg 2 

ilgc 
lg cos 



a 



0,3010 
0,7988 
0,7251 

1,96 14 



Igm 1 1,7863 



lg (6 + c — m) 



h 

c 


39,6 

28,2 


m 


67,8 
61,1 


b + c -\- m 
h -\- c — m 


128,9 
6,7 



2,1103 

0,8261 



2,9364 
Iga 1,4682 « = 29,39 

e) Noch in anderer Weise läßt sich die Formel 

a* = 6* + c* — 2&C cos a 
zu bequemerer logarithmischer Rechnung umgestalten. Man setzt dafOr 
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«2 ^ j8 / sin» ^ _(_ cQs» _|.\ _|_ ^2 /gij^S ^ _|_ cos^ I j 

— 26c • (cos* Y — sin* y)> 



oder 



a 



3 



[(& + C) • 9in y] + [(6 — C) • COS -|] , 



was auch leicht aus XVI a (S. 147) hervorgeht 

Auch so wird die Ausrechnung von nur zwei Posten verlangt. 

d) Wenn b und c mehrziflferige Zahlen sind, und es werden die 
beiden Gegenwinkel verlangt, so findet man durch den Tangenssatz 

— ^, und da ^-^- = 90* — ~ bekannt ist, so werden damit ß und y 



bestinunt. 



Beispiel: 

b = 2,81 
c - 2,55 
a = 59»46' 



6-c = 0,26 
6 + c = 5,36 



(X 

Y 

ß + r 



" O' 



= 29053 

= 60»7' 



lg (6 - c) 
lg (6 + c) 



1,41 50 
0,7292 



Ist 



b-^e 



°b+c 
Igtg^ 



2,6858 
0,2406 



Igtg 



ß 



2,9264 



tr r _ 4049 5' 

t±l = 60« 7' 

ß = 64<>56,5' 
7/ = 55n7,5' 

180<> 0'. 



Die dritte Seite a läßt sich nun mittels des Sinussatzes finden. 

e) Wenn bei mehrzifferigen Werten von b und c die drei übrigen 
Stücke zugleich verlangt werden, so erfordern die Cagnolischen Formeln 
den geringsten Aufwand in Benützung der Tafeln (sieben Ablesungen 
auf höchstens 5 Seiten) und geben noch durch doppelte Berechnung 
der Seite eine Rechenprobe. Man bildet nämlich aus beiden Formeln 

ß — y 







tg^^- 


a sin ' 


2 




aeos- 


J-y 
2 


und berechnet biemach 


ß y 
2 


aus 






lgtg^--^= 


= lg a sin 


ß-rl 

2 


-lg 


und nimmt 




ß + y 

2 


= 90« 


a 
2 



cos 



ß 



■] 



hinzu, um ß und y zu erhalten. 

Hierzu ergibt sich folgende Anordnung der Rechnung; 
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lg{b-c) 
lg cos ^ 



1,4150 
1,9380 



ß—r 



Igasin 2 



lg sin 



ß 



1,3530 
1,9249 



lg(6 + c) 



a 



lg sin V 



0,7292 
1,6974 




lg a 10,42 81 



lgtg(P=^) 2,9264 



ß — r 

2 

ß+Y 



4« 49,5' 



= 6007' 



Igo 1 0,4281 

a = 2,68 

/3 = 64056,5' 
y = 55» 17,5'. 

4. Es seien die drei Seiten gegeben, also a, 6, c. 
a) Wenn die Zahlen rasch quadriert; werden können, so gibt der 
Cosinnssatz: 

o»4-c» — 6« «' + 6* — c' 



cos n ^ 



&» + c' 



a' 



25c 



COS/3 



2ac 



cosy 



iah 



Beispiel: 

a-13 
&=14 
c=15 



Q 

169 
196 
225 



COS 

m = 0,6 

m - -h 



Ig COS 

1,7782 
1,7056 
1,5850 



a = 53* 8' 
ß = 59<>29' 
Y - 67'»23' 



180« 0'. 

b) Wenn die g^ebenen Zahlen mehrzifferig sind, so berechnet 
man zunächst den Halbmesser q des dem Dreieck einbeschriebenen 
Kreises: 

*i *i *« 



Q 



-y- 



s 



worauf sich die Winkel ergeben aus XVII: 



Beispiel: 

a - 2,68 
6 = 2,81 
c — 2,55 



2s = 8,04 



9 

s = 4,02 
Si = 1,34 
s, = 1,21 
s, - 1,47 

21g p 

IgP 
— lg? 



cotg4 = ^, 



8» 



lg 



1,3958 Igs 

0,1271 

0,0828 
0,1673 



a 



cotg ^ = -^ 

Igcotg 
0,2406 

0,1963 

0,2808 



1,7730 
1,8865 
0,1135 



-^ = 29« 53' 
I- = 32» 28' 

2 



2 



27039' 



a - 59*46' 
ß ■= 64" 56' 
y = 55n8' 

180« 0'. 
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c) Zur Lösung lassen sich auch die Formeln für cos — und sin ~ 
(aus § 43, 6, Anmerkung) verwenden. 

5. lEs seien zwei Seiten und der GegenwinJcel der einen gegeben ^ 
etwa a, 6, a. — Dann ist nach dem Sinussatz: 

smp = — sma. 

Da zu einem gegebenen positiven Sinus sowohl ein spitzer Winkel 
als auch dessen Nebenwinkel gehört, so ist die Aufgabe im allgemeinen 
zweideutig. 

Ist jedoch a > 6, so muß auch a > /3, d. h ß ein spitzer Winkel 
sein. Unmöglich ist die Aufgabe, wenn ft sin a > a ist, weil sin /3 < 1 
sein muß. 



Beispiel: 

a = 2,68 
h = 2,81 
a = 59046' 



lg 6 


0,4487 


lg sin u 


1,9365 


Iga 


1,5719 



ft = 64^57' 
ß^ = 115« 3' 



lg sin/J| 1,9571 
Die dritte Seite des Dreiecks kann nun nach 2 berechnet werden. 



§ 45. Berechnung des Inhaltes des Dreiecks, der Halbmesser 

seiner Kreise und weiterer Stücke. 

1. Da im Dreieck (Fig. 158) ä^ = 6 siny, so ist sein Inhalt 

«/=-5- . siny. 



xvni. 



Der Inhalt eines Breiecks ist gleich dem 
halben Produkt zweier Seiten mal dem Sinus 
ihres Zivischenwinkels. 

Ist J" aus a, 6, a zu berechnen, so berechnet 
man zunächst ß (nach § 44, 0), dann J nach voran- 
stehender Formel. 

2. Sind die Winkel ß und y und eine Seite a gegeben, so ist 




7 a sin § a sin ß 



somit: 



sin a. sin (^ + y) ' 
j a' • sin ß sin y 

2iin (p +yy ' 



3. Der Fall, daß alle drei Seiten gegeben, wurde schon 
§ 27, 3 (S. 95), behandelt. Übrigens folgt auch aus § 43, 6 Anm. (S. 147): 






cos - 



2 Y bc' 



SO daß 
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sin« = T— Vss,SbSj, also: '^^~a' eina = )/3SiSiSj. 

4. a) Sind im A ABC eine Seite und zwei 
Winkel gegebem, etwa a, ß, y, so ergibt sich 
für den Halbmesser q des einbeBchriebenen 
Kreises {Fig. 159): 

p^BOsin-J, 
während im A BOG nach dem Sinussatz 



Ebenso wird der Halbmesser pj des an a 
anbeschriebenen Kreises: '^*' 

«Binl^W 2^ oco8^ cos 2 

01 - SO, cos ^^ gl -cos-^, p, - ^^. 

sin "--? COB - 

b) Sind zwei Seiten und ihr Zwisdienmnkel, etwa h, c, a gegeben, 
so ei^ibt sich P ^ s^ tg z oder 

p = ^tgY(6 + c — yö'+~c'— '2feccöa«^- 

Für « = 90» ist hiernach ^ ^ ^ (h + c - a). 

c) Wenn alle drei Seiten gegeben sind, so ist nach § 27,6 (S. 97"): 

&. Es sei d der Burcbmesser des Umkreises eines Dreiecks. Dann 
liegt der UmfangBwinkel a der Sehne a gegenüber; somit ist (§34,5): 
a — d sin a oder 



Hieraus folgt weiter für den Fall, daß zwei Selten und ihr 
Zwischenwinkel gegeben sind: 

und falls alle drei Seiten gegeben sind (weil Binß= t— I: 



d = 



"2J 2ys8,"g,s, 
6. Die Berechnung von Strecken (Seiten, Höhen, Seiten- 
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abschnitten usw.) eines Dreiecks, wenn der Durchmesser seines Umkreises 
und die Winkel gegebefi sind, läßt sich meist leicht durchführen. Die 
so erhaltenen Formeln können benützt werden zu Berechnungen be- 
liebiger Stücke aus andern gegebenen Stücken, indem zuerst der 

^ Durchmesser berechnet wird. 

a) Es ist 

y a = d ' ^ina, b = d - smß, c = d - sin y^ 

\ = h • siny = d ' sinß ' sin y, 

14. T ah, d* . • /, • 

c/ = = Y sm a • sm p • sm y . 

Der Abschnitt 63 unter b auf c ist: 

63 = 6 • cos a = rf • sin /3 • cos cc. 

Nun ist AHCV ein Parallelogramm, also CH=AV und 
-^ BVA = y; somit ist der obere Höhenabschnitt h^ = d cos;^, und 
der untere Höbenabschnitt ist: 

A3" = 63 tg (90*^ — /3) = d • sin /3 • cos a • cotg /3 = rf • cos a -cos /3. 
b) Der Halbmesser q des Inkreises ist (4 a): 




Fig. 160. 



(> = 



ß ' y 
d -sin cc ' sin -^ • sin -!' - 

=: 2a • sm ^ • sm ^ • sm -^ 

cc 2 2 2 

COS -- 



Ebenso 



« ß ^^„ Y 



Qi => 2d ' sin — • cos -^ • cos 



Anmerkung. Weiter ist: 



Da auch (a) 



«7 cc ß y 

5 = — = 2 a cos — cos -^ cos ^ • 

Q 2 2 2 

5 = ~ (sin a -(- sin j3 + sin y) , 

I • iO I • A " ß Y 

sin a + sin p -f- sin y = 4 cos -r- cos -^ cos — ; 



so ist: 



ist: 



ebenso folgt, weil (§ 43, e) 

s^s^+s^+s^ = Q (cotg Y + cotg ^ + cotg ^^ 

cotg Y + cotg |- + cotg -^ = y = cotg Y • cotg -^ • cotg ^ - 

Diese Formeln gelten für alle Winkel a, /3, y, deren Summe 180^ 
beträgt; sie lassen sich auch mit Hilfe der Formeln in § 38 unmittelbar 
ableiten. 

c) Die Halbierende w^ zu a (Fig. 159) ergibt sich nach dem 
Sinussatz: 

w^^C' sin j3 : sin (ß + y) > 
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weil aber einerseits c => d siny, anderseits 

^ + 1 = ^ + 90«- f--^ =90«+ f-^) ist, 

/. 1 . d ' sin ß • sin y 
SO folgt: ii\ = r ^ • 

cos *- L 

2 

d) Für die Summe zweier Seiten ergibt sich (S. 147, § 43, 5, XVI a): 

+ c = a C0& ^ : sm - = 2a • cos -^ cos — ^ - • 
Ebenso ist: 

, . ß — y a fv , . a . ß — y 

6 — c = a sm ^—^ : cos - = zd • sm — sm -—z - • 

§ 46. Anwendung der Dreiecksrechnnng anf Yermessangeu. 

Praktische Oeometrie. 

A. Berechnung von Entfernungen. 
Über die Messungen siehe di# Aufgabensammlung XXVI. 
1. Wenn im Felde der Abstand zweier Punkte AB = x be- 
stimmt werden soll, ohne daß seine unmittelbare Messung möglich 
ist, während beide Grenzpunkte zugänglich sind, so werden von 
einem dritten Punkt C die Strecken AC = b d ^ ^ ^ 

und BC = tty sowie <^ AGB = y gemessen; ^' 
dann ergibt sich AB nach §44,3 (S. 148). 

Zusatz. Werden noch auf CA und CB 
die Strecken CB^ =* a^ und CA = fe^, und 
wird auch A^B^ == c^ gemessen, so ist im Drei- 
eck A^B^C: 




L _ l/^fL. sin T_ = l/Af?_. 



cos - - 

2 

hierbei sind 5, c<?j, 5^, ^g aus den Seiten a^, t^, jc^ zu bestimmen. 
Man erhalt dann (gemäß § 44, 3c; S. 15 (j) die Gleichung 

^2 _ (« — ^yss^ +{a + bys^s^ 

und so die gesuchte Entfernung ohne Winkelmessung. 

2. Ist nur ein Grenzpunkt A zugänglich und kann man 
a) von A nach B und G sehen, und auch von G nach B, so wird 
AG ==^ h und ^ BAG = cc, *^ -4.CB == y gemessen; dann wird AB 
bestimmt nach dem Sinussatz (§ 44, 2). 

Zusatz. Der Satz von Menelaos (S. 4ö, § 14, ib) bietet ein Mittel, 
diese Aufgabe ohne Winkelmessung zu lösen : Man stellt in C^ einen Signal- 
stab in Richtung von BA und A^B^ auf und mißt AC^ = d, CB^ = a^, 
0-4. = 6, C^A^ = c und B^A^ =^ Cj^-, dann ist in dem Dreieck AB^C^ 
mit der Schnittlinie CA<B: 
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X c a^ ^ X ftcj X 6ci bc^d 



X = 




d -\- X Ci b ' d -\- X a^c' d a^c — ftq' a^c — bc^ 

b) Kann man B zwar nicht von Ä aus sehen, wohl aber von B^ 
und von C aus, so wird eine Standlinie B^C = a^ gemessen, dazu 
ÄC=^b ymd ^ÄCB = y, ^ÄB^B^ß^, Dann ist 

BC = A-?^ = « ^d x^ = a' + b^- 2ab cos y. 

sm (ft — 7) 1 v- 

3. Sind beide Grrenzpunkte Ä und 5 unzugänglich, so 

wird eine Standlinie CD so gewählt, daß man 
von deren Grenzpunkten aus nach Ä xmd B 
sehen kann; dann wird Gl) = a gemessen. 
In den Grrenzpunkten der Standlinien werden 
die Winkel der letzteren mit den nach Ä und B 
gerichteten Sehlinien gemessen, nämlich «, /3, 

Fig. 162. ^i; ßi' N^^^ kann man die Seiten ÄC und 

BC des Dreiecks ABC berechnen aus den 
Dreiecken ÄCI) und BCD (nach §44,2, S. 148), ebenso AB (nach 
§ 44,3). So ergibt sich: 

r2 — / « sing, \2 / g sin ft \2 __ « Bin g , <^-8mPi _ p^«/^_/{\ 

•^ - Vsin (« + «,)/ '^\sin(^ + /3,)/ ^* sin(o: + «,)' sin (^ + ft) '^^^'^'^ ^> 

Statt A ABC kann auch A ABD in Betracht gezogen werden. 

4. Aus der bekannten Entfernung zweier Punkte AB = c (Fig. 162) 
und aus den Winkeln a, ß, a^, /S^, welche in zwei weiteren Punkten 
C und D zwischen den nach den andern Punkten gerichteten Seh- 
strahlen gemessen wurden, soll die Lage dieser Punkte C und D gegen 
AB bestimmt werden (Hansen'sche Aufgabe). 

Die in 3 aufgestellte Gleichung zwischen x und a gibt aus dem 
bekannten Werte x = c den fraglichen Wert CD = a; dann können 
auch AC, AD usw. berechnet werden. 

5. Aus der bekannten gegenseitigen Lage dreier Punkte ABC, 

BC = a, AC = h, ^ACB = y, 

und aus den in einem vierten Punkt D ge- 
messenen Winkeln der Sehlinien nach jenen 
drei Punkten ^ADC^ß, BDC=a, soll 
die Entfernung des Punktes D von A, B, C 
bestimmt werden (Snellius 1614, meist die 
Pothenotsche Aufgabe genannt 1692). — Ist 

DC = x, ^CAD = a,, ^CBD^ß^, 

so ist 

oc + ß-^a,+ß,+r = 360^ ß, = 360« - {a + ß + y) - «,; 

oder, wenn 360« — {oc + ß + y) = ^ gesetzt wird, ist ß^ = 8 — a^. 
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Nun ist nach dem Sinussatz sowohl 



X = 



h sin «1 
sin/? ' 



als auch 



, ^ sin {8 — ccj) h sin a 

sin a^ a sin /? 



oder: 



« sin /?j a sin (d — a,) 

sin cc sin a ' 

sin 6 cos «1 — cos 6 sin a^ b sin a 
sin of^ a sin ß ' 



hieraus: 
also endlich: 



sin d cotg «1 — cos d = 



& sin cc 
asinß^ 



b sin 



cotff a. = — ' o ' ^ + cotff 
^ ^ a sm p sin d ® 



Der hieraus gefundene Wert von a^^ wird dann in einen der Werte 
für X eingesetzt. 

Zusatz. Bestimmt man einen Hilfswinkel 97 so, daß 

bsin cc 



cotg <p = 



sin (qp + d) 



a sin ^ sin ^ ' 
oder (S. 137, §38,2): 

COtffCf, — . . s, 

° ^ sm qp sm a 

Hieraus findet man a^, dann damit x, 

Beispiel: 



so ist : cotg «j =^ cotg 9 -f" cotg 6 



a = 


41 


b- 


52 


a — 


43«36' 


ß = 


59«58' 


Y 


139« 16' 



lg 6 
lg sin a 



Summe = 242« 49' 
d= 117ni' 

(62« 49' II) 
g)= 41022' 



lg« 
lg sin/? 

lg sin 8 



lg cotg <p 



1,7160 
1,8386 



1,5546 
1,6128 
1,9374 
1,9492 

0,0552 



Ig sin (9 + S) 
lg sin <p 
lg sin d 

lg cotg «1 
«1 = 

lg sin (Kj 

lg 6 

— lg sin /3 



1,5631 
1,8201 
1,9492 



1,7938 
58« 7' 

1,9290 
1,71 60 
0,0626 



ip + S= 158*33' 

== 21«27' (ü) 



Iga; 



1,7076 



« = 51- 



Hieraus dann weiter AD = 63, BD = 68. 

Zusatz. Durch Zeichmmg wird die Aufgabe gelöst mit Hilfe von 
Kreisbogen um a und h als Sehnen qpd mit a und ß als ihren ümfangs- 
winkeln (I. Teil, § 34, 6). Die Aufgabe wird unbestimmt, wenn 

„ + (3 + y = 180«; 
denn dann fallen beide Kreise in einen zusammen, und es wird 

(J = 180«, cotg*=4:00. 

6. In ähnlicher Weise kann folgende Aufgabe gelöst werden. 
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In zwei auf demselben Meridian liegenden Orten Ä (Stockholm) 
und ^(Kapstadt), deren Meridianbogen sich aus der Summe ihrer geogra- 
phischen Breiten (9? = 59^20,5' 
und 9i « 33054,9') ergibt: 
y = 93^15,4', wurde gleichzeitig 
-/> der Winkel der Lotlinie mit der 
Richtung nach dem Monde D 
gemessen, 

«1 = 6in3,5', 

^'«•'^^- /3i = 33^20,4'. 

Man soll berechnen, um wieviele Erdhalbmesser der Mond vom Erd- 
mittelpunkt entfernt war. 

Es ist a + ß^a^ + ß^-y=^ in8,5' = S. 




X 

r 



sin cc. 



sin^i 
sin a ' 



sin cc 



sin/?j 
sinc^. 



sin ß sin cc ^ sin ^ 

Indem man ß ^ 8 — x einsetzt, ergibt sich a und x wie in 5. 
— Eine zweite Lösung wäre, AB als Sehne zm y, AD aus A ABD 
nach dem Sinussatz und schließlich CD aus A ACD nach dem 
Cosinussatz zu berechnen. 

Da lg sin 1^18,5' mit Igarc 1^18,5' noch auf 4 Dezimalen über- 
einstimmt (S. 138, § 39,3), so kann man bei Anwendung 4- oder 5- 
stelliger Logarithmen sin a = arc a, sin ß = arc ß setzen, also 



arctt 



arc /3 



sin/?^ 
sin a. 



arc tt 



sin^i 



sin/?^ 



arc (a + |3) sin u^ -\- sin ß^ 



2 sin l cos ^ ^ — 



Man setzt nun hieraus den Wert von arc a 
für sina oben ein und erhält: 



X = r 



. «1 4- ft «1 -~ ^1 

2 Sm -^-^-- cos -^-;r-'- 

2 2 

sin (a + ß) 



wobei 



^^-■t ^1 = 47^7', ^1^^ = 13<>57'. 



lg 2 1 0,3010 
lgsin?^:^& 11,8661 



lg cos 



2 



1,9870 



lgsin(a + j3)! 1,6414 



X 



lg f ,1,7955 



X = 62,4 . r. 



7. In einem Punkt S seien die Winkel der Strahlen nach vier 

Punkten» AB CD einer Geraden gemessen: 

^ASB^a, ^BSC=ß, ^CSD^y 

und außerdem die beiden Strecken 

AB = a, CD = 6; 

man soll ^C berechnen. 

Ist h die Senkrechte von S auf ^Z)^ 




§ 46. Anwendung der Dreiecksrechnung auf Vermessungen. 



159 



so ist: 

2 • A SAD = {a + X + b)h •= SA ■ SD ■ Bin{a + ß + y), 
während 



Sin a ' 



& sin C 7 ci-n ' -n X siü C ' -n 

—. , h = SB sm B = — .-- ^ • sm B, 

sin y ^ sm p 



Hieraus folgt die Gleichung (a + 1) + x)x ^ sm p sin (« -|- p -f- y; 

° ö \ ' ' / smasiny ' 

und aus dieser ist x zu berechnen. 



B. Berechnung von Höhen. 

8. Die Höhe eines Punktes S über einem Punkt A ist zu 
bestimmen, wenn von A aus eine Standlinie 
AB ^ a nach der Lotlinie des Punktes S S 
gerichtet ist. 

a) Läuft die Standlinie AB = a wagrecht, 
so sind an beiden Grenzpunkten die Höhenwinkel 
a und ß zu messen. Es ist dann 



SB = 



also 



asina 
sin (ß — a) 



und 



X == SB • sin/8, 

a sin cc • sin ß 




X = 



sin (ß — a) 

b) Läuft die Standlinie AB nicht wagrecht, so wird außer 
den Höhenwinkeln a und 3 auch der 
Neigungswinkel y der Standlinie be- ^ 
stimmt. Es ist dann 

S^ = « «i- (^_Z1Z), also: 
sin(/3 — a) ' 

X = SA Bin a^ «sin « 8in(^-y) 

sm (p — tx) f^ 

9. Die Standlinie AB sei nicht 
nach der Lotlinie des Punktes S gerichtet. 

a) Ist sie wagrecht (Fig. 168), so werden in ihren Grenzpunkten 
die Winkel a und ß gemessen, welche die Standlinie mit den wag- 
rechten Richtungen nach der Lotlinie bildet, und 
außerdem wird ein Höhenwinkel y gemessen. 
Dann ist 

a sin/? 




Fig. 167. 



t 



AF 



sin {a -\- ß) 



^ AFS = R, 




folglich 



Fig. 168. 



X 



■^^ ^^^ sin (« + /?) 
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Statt dessen können auch (Fig. 169) zwei Strecken 

einer wagrechten Standlinie gemessen werden und dazu die Höhen- 
winkel a, ß, y m deren Grenzpunkten. Dann ist 

-F=«rrcotga, BF=xcoigßj CF=xcotgy. 

Nach § 27, 4 (S. 96) folgt: 

x^ cotg* a h + x^ cotg^ y ' a = x^ cotg^ ß(a + h) + ab(a + b) , 



x« = 



ah{a-^h) 



a cotg*y + h cotg*a — {a-\-h) cotg*^ * 








Pig. 169. 



Fig. 170. 



b) Ist die Standlinie AB nicht wagrecht (Fig. 170), so 
mißt man ihren Neigungswinkel y und außerdem die wagrechten Winkel 

FAB^^a, FB^A^ßy 

sowie den Höhenwinkel FAS = d . 



Dann ist 
folglich 

x=^ AF'tgd 



A T> A t:i ab. sin ß 

^ ' ' 8in(a-f (3)' 



oder: 



a iin |3 cos 7 tg d . 

sin (a -|- /?) 



C. Flächenteilung. 

10. Ein Dreieck ABC soll parallel zu einer gegebenen Richtung 
im Verhältnis p : q geteilt werden; diese Richtung mache mit AB 
^ den Winkel *. — Aus § 26, 4 (S. 93) folgt: 




BX'BY 



a • c 



p + q^ 



femer ist: 






BX' = 



sind 



p sin (y + d) 

^ ac ' ' 



p -\- q^^ sind 

11. Ein Viereck ABCD (Fig. 172) ist im Verhältnis p:q zu 
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teilen parallel zu einer Richtung, welche mit AD den Winkel s 
bildet. — Wenn AD und BC einander in S schneiden, so ist 




~JS 



Pig. 172. 



ASXY=^^SX^SYsm(a + ß)^^^>J+GDS^^^-^^^^^ 



?(«^+ CDS) -\-p- CDS _ qa* ' sina Binß -{- pc^ • siny sind ^ 
P + q " ~ 2(2) + g)8ino:(+(3) ' 



da aber 



SY 



SXBins 



sin(a -{- ß — s)' 
80 folgt beim Einsetzen in die vorige Gleichung: 

^* = (^riSsii^^Äo) ^*'** '"" « sin ^ + pc' siny sin<J). 
Beachtet man noch^ daß 

8in(a-|-p) 

SO wird aus SX auch leicht DX gefunden. 

12. Ein Viereck ÄJBCD ist von dem in einer Seite gelegenen 
Punkt Y aus in einem gegebenen Verhältnis p : q zn teilen. — Ist 
Y (7 = m und setzt man 



SY=m + -. 



c sind m sin(a -}- ß) -\- csind 



sin {a-\- ß) 

in die Formel in 11 ein, so folgt: 



8in(o:-j- ß) 



~s~x = 



^a^sinasin^ -^-pc^siny sind 



■(p + q) sin (a + ß) [^ sin (« + ft + c sind] ' 

da aber: 

so ist DX und hiermit die Lage des Punktes X auf ÄD berechnet. 



sm(a 4" P) 



Henrici u. Treutleiu, Lehrb. d. £lein.-Q«oiuetrle. 11. 3. Aufl. 
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XL Kapitel. 
Die Winkelfunktionen in der Eoordinatengeometrie nnd Arithmetik. 

§ 47. Rechtwinkelige und Polarkoordinaten. 

1. Zur Bestimmung der Lage eines Punktes P einer Ebene 
wählt man in der Ebene eine Gerade XX^ als Abszissenachse und 
auf dieser einen Punkt 0, den Nullpunkt; dann gibt man an, wie 

groß für jeden Punkt P die zur Achse Senk- 
rechte oder Ordinate PÄ = y ist, und wie 
groß der vom Nullpunkt bis zur Senkrechten 
reichende Abschnitt oder die Abszisse 
OA = X ist. Dieser Abschnitt ist zugleich der 
Abstand des Punktes P von der Ordinaten- 
achse YY^, die im Nullpunkt senkrecht zur 
Abszissenachse gezogen wird; XX^ und YY^ 
heißen die Koordinatenachsen, und x und y 
die Achsenabstände oder Koordinaten des 
Punktes P. 

Die beiden Achsen teilen die Ebene in vier Felder, Viertel 
(Quadranten), die wir in der dem Lauf des Uhrzeigers entsprechen- 
den Reihenfolge abzählen, da in demselben Drehungssinn auch die 
Kreise der Winkelmeßinstrumente geteilt sind. Um die Messungen 
vom Nullpunkt ab auf der Achse nach entgegengesetzten Richtungen 
zu unterscheiden, werden die Abschnitte nach der Seite des ersten 
Viertels positiv, die entgegengesetzten negativ bezeichnet; ebenso 
gelten die Senkrechten auf derjenigen Seite der ersten Achse, auf der 
das erste Viertel liegt, als positiv, die auf der entgegengesetzten 
Seite als negativ. Hiernach ist: 



JT 



W 



j; 



Fig. 17S. 



Viertel 


I 


II 


III 


IV 


Abszisse 


+ 
+ 








Ordinate 






Anmerkung. Auf diese Bestimmung der Lage der Punkte wurde 
von Descartes (gest. 1650) die sog. analytische Geometrie oder 
Koordinaten-Geometrie gegründet. 

2. Die Lage eines Punktes P^ (Fig. 174) läßt sich auch bestimmen 
durch die Strahlstrecke OP^ = r^ vom Nullpunkt ab und durch den 
Winkel a, um den eine Gerade vom positiven Achsenstrabl OÄ^ aus über 
das erste Viertel gedreht werden muß, um in die Lage OP^ zu kommen. 
Die Strahlstrecke und der Winkel heißen die Polarkoordinaten 
des Punktes P^. 



§ 48. Die Funktionen von Winkeln jeder Größe. 
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Bei solcher Punktbestimmung ergibt sich, daß für jeden Punkt 
im ersten, zweiten, dritten oder vierten Viertel der Winkel seiner 
Strahlstrecke mit der Achse OÄ^ entsprechend zwischen 0® imd 90®, 
90^ und 180<>, 180<> und 270^ 270« und 360« liegt; hiemach bezeichnet 
man Winkel von dieser Größe als Winkel des ersten, zweiten, 
dritten oder vierten Viertels. 



§ 48. Die Funktionen von Winkeln jeder Größe. 

1. Zwei Halbstrahlen eines Punktes bilden immer zwei Winkel, 
die einander zu vier Rechten ergänzen. Welcher von diesen beiden 
Winkeln zu nehmen ist, wird dadurch bestimmt, daß a) einer der 
beiden Schenkel als der erste bezeichnet wird, von dem die Drehung 
ausgeht, die den Winkel beschreibt, und 
daß b) ein bestimmter Drehungssinn 
(als positiv) angenommen wird, in dem 
der (positive) Winkel beschrieben wird. 

Zur Bestimmung der Winkelfunk- 
tionen denkt man sich nun die Koor- 
dinatenachsen so in den Winkel gelegt, 
daß sein Scheitel der Nullpunkt, sein erster 
Schenkel die positive X-Achse ist, und daß 
auf der Seite des ersten Viertels der po- 
sitiven Drehung die positive Y-Achse liegt 

(Fig. 174). Dann sind die Winkelfunktionen bestimmt durch die (stets 
positive) Strahlstrecke r irgend eines Punktes des zweiten Schenkels, 
durch dessen Senkreckte y auf den ersten Schenkel und durch den 
Abschnitt x dieses Schenkels: 




Fig. 174. 



8ina = 



y 



cos« = 



X 



tga 



y 

X 



cotg a = 



X 

2/' 



wobei X und y je nach ihrer Lage in den vier Vierteln der Drehung 
positiv oder negativ sini Der Abschnitt x (Cosinus) ist positiv, wenn 
er in die Richtung des ersten Schenkels fällt, negativ in der Gegen- 
richtung] die Senkrechte y (Sinus) ist positiv, wenn sie auf die Seite des 
ersten Viertels der Drehung fällt, negativ auf der Gegenseite, wie die 
Figur 174 erkennen läßt. Die Vorzeichen von tg und cotg richten 
sich nach dem des Quotienten beider Strecken. 

Außer der ersten Viertelsdrehung ist noch positiv im IL Viertel 
Sinus, im HL Tangens und Gotangens, im /F. Cosinus; sonst sind die 
Funktionen negativ^. 

2. Der spitze Winkel der beiden Geraden, von denen zwei 
Halbstrahlen den gegebenen Winkel bilden, gehört dem rechtwinke- 
ligen Dreieck aus r, ic und y an, und seine Funktionen bestimmen, 

11* 
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abgesehen vom Vorzeichen, die des gegebenen Winkels. Für den 
Winkel (Fig. 175) im 

II. Viertel cc^ = ÄOPo ist dieser Winkel 




2 



PjO^i-lSO'^ 



a, 



2? 



Fig. 175. 



(XII) 



(XII b) 



III. Viertel «g = ^OPg ist dieser Winkel 

IV. Viertel a^ = AOP^ ist dieser Winkel 

Somit ist: 

1) sin «2= sin (180<» - c^a) 

cos «2 = — COS (180® — Og) 
tgC^2 = - tg(1800-C.2) 

cotga^ = — cotg(180® — Og) 
Femer siehe S. 144 (§ 42, 4) die einschlägige Formel Xlla. 

2) sin 0^ = - sin («3 - l"80<») 3) sin «4 == - sin (360» — a^) ^ 

cos «8 = — COS (^3 — 180®) cos a^ = cos (360® — a^) 

tg«3= tg(c.3-180®) tg«4 = - tg(360®-c.J 

cotg «3 == cotg («8 — 180®) cotg «4 = — cotg (360® — a^ . 

d. h.: 

Vorbehaltlich der Bestimmung des Vorzeichens sind die Funktionen 
eines Winkels im zweiten Viertel dieselben wie die seines Ergänzungs- 
winkels zu 180®, die eines Winkels im dritten Viertel dieselben wie die 
seines Überschußwinkels über 180®, die eines Winkels im vierten Viertel 
dieselben wie die seines Ergänzungswinkels zii 360®. 

Z. B. sin 209® 44' = - sin 29® 44' 

cotg 312® 17' = - cotg (359® 60' - 312® 17') = - cotg 47® 43'. 
Umgekehrt gehören zu jedem Funktionswert zwei Winkel, z. B.: 

cotg a = - 5,352, lg cotg a = 0,7285 (-) , a = 10® 35' (II oder IV), 
«1 = 180® ■- 10® 35' =« 169® 25', a^ = 360® - 10® 35' = 349® 25'. 

3. Um bei wachsendem Winkel die Wertänderung seines 
Sinus und Cosinus leichter beurteilen zu können, wählt man für alle 

Winkel gleiche Strahlstrecken, (so daß die 
Brüche, welche die Zahlen darstellen, gleich- 
namig werden). Beschreibt man nämlich 
um den Nullpunkt einen Kreis mit der 
Strahlstrecke r, so geben die Ordinaten und 
Abszissen der Endpunkte der Halbmesser die 
Größenverhältnisse der zugehörigen Sinus 
und Cosinus an. Man erkennt sofort: 

a) Der Sinus wächst im ersten Vierteil 
Pig, 176, mit wachsendem Winkel von sin 0® = bis 
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Fig. 177. 



sin 90®= 1; im zweiten Viertel nimmt er ab bis sin 180® = 0, im 
dritten nimmt er negativ zu bis sin 270® = — 1 und im vierten 
negativ ab bis sin 360® = . 

b) Der Cosinus nimmt im ersten Viertel mit wachsendem Winkel 
ab von cosO®= 1 bis cos 90® ==0; er geht im zweiten Viertel von 
cos 90® = bis cos 180® = — 1 , nähert sich dann im dritten wieder 
der Null bis cos 270® = und wächst im vierten wieder bis 
cos360® = + l. 

4. Zur Beurteilung der Wertänderung 
von Tangens wählt man für alle Winkel 
gleiche Abszissen OA-^ OA^ (den gleichen 
Nenner für die Bruchwerte), indem mau die 
Strahlstrecken durch die Ordinaten in A und A^ 
begrenzt. Verlängert man die Schenkel des 
zweiten und dritten Viertels bis zur Senk- 
rechten in Ay so geben die auf dieser Geraden 
gemessenen Ordinaten sowohl über die Größe 
als über das Zeichen der betreffenden Tangens 
Aufschluß. Man erkennt sofort: 

Die Tangens wächst im ersten Viertel mit wachsendem Winkei 
von tg 0® = bis tg 90® = (x> , Beim Übergang des Winkels durch 
90® springt die Tangens von + oo 
auf — oo , um im zweiten Viertel von 
tg 90® = - oo bis tg 180® = zu fallen; 
sie wächst dann im dritten Viertel von 
tgl80® = bis tg270® = + oü, schlägt 
hier in — oo um und sinkt im vierten 
bis tg 360® = 0. 

Um die Wertänderung der C otangens 
darzustellen, ist eine unveränderliche Ordi- 
nate OB zu wählen und in B die Parallele 
zur Achse zu ziehen. Die durch den zweiten 

Schenkel oder dessen Gegen strahl auf dieser Parallelen begrenzten Ab- 
schnitte versinnlichen dann Größe und Zeichen von Cotangens. 

Die Cotangens nimmt im ersten Viertel mit wachsendem Winkel 
ab von cotg 0® = oo bis cotg 90® =* 0. Sie nimmt im zweiten Viertel 
im negativen Sinne zu bis cotg 180® = — oo, springt hier auf -f oo 
über, nimmt im dritten Viertel ab bis cotg 270® = und steigt von 
da im negativen Sinne wieder bis cotg 360® = — oo . 

6. Bei der Entstehung des Winkels durch Drehung oder beim Zu- 
sanmienzählen von Winkeln kann es auch vorkommen, daß 360® über- 
schritten werden (vgl. Teil I. § 7, 7 Anmerkung). Dreht man aber den 
zweiten Schenkel um 360® weiter, so kommt er wieder in die Lage, die er 




Plg. 178. 
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zuvor inne hatte und für welche somit die Abszissen und Ordinaten wieder 
dieselben sind. Daher ergibt sich: 

Ton zwei Winkeln, die sich itm ein ganzes Vielfaches von 360^ 'unter- 
scheiden, stimmen die entsprechenden Funktionen völlig überein. 

6« Eine Drehung vom ersten Schenkel nach der Gegenseite der 
positiven Drehung wird durch negative Winhel gemessen. Für zwei 
entgegengesetzte Winkel a und — u , oder ß und — ß fallen die Abszissen 

in eine einzige Strecke OA oder OA^ zusammen, 
während die Ordinaten entgegengesetzt sind. Daraus 
folgt: 




sin (— a) = — sin a 
cos (— a) == cos a 



cotg (— et) = — cotg a , d. h. : 
Zwei entgegengesetzte Winkel haben nur den gleichen 
cos; ihre übrigen entsprechenden Funktionen haben je 
entgegengesetzte Werte, 
7. Wird ein beliebiger Winkel um 180® geändert, indem man statt 
des zweiten Schenkels seine Gegenrichtung in Betracht zieht, so nimmt 
sowohl die Abszisse als die Ordinate das entgegengesetzte Zeichen an; es 
gilt somit für alle Werte von a: 

sin (a ± 180®) = — sin a , tg{a ± 180®) = tga, 

cos (a ± 180®) = — cos a , cotg (cc ± 180®) = cotg a, d. h. : 

Zwd Winkel, die sich um 180® untefscheiden, haben je die gleiche 
tg und die gleiche cotg; dagegen sind ihre sin, sowie ihre cos entgegen- 
gesetzt. 

§ 49. Allgemeine Gültigkeit der Fnnktionsformeln. 

1. In den Gleichungen y = r sin a , a? = r cos a 

timmen immer die Zeichen von y und sin« überein, ebenso die von 
X und cosa. 

• Für alle zusammengehörigen, positiven oder negativen Werte 
von X und y ist nun aber 

ic^ + y^ = r^ , 

woraus folgt, daß ebenso allgemein gilt: 

sin^ a + cos^ a = 1. (II) 

2. Aus der allgemeinen Gültigkeit der Gleichungen 

folgt: tg a • cotg a=-ly (IX) 

und in Verbindung mit obigen Gleichungen für y und x 

. sina , cosa /vx 

igra = , cotffCf = -^ — . (aj 

° cosa' ® sma ^ ^ 



§ 49. Allgemeine Gültigkeit der Funktionsformeln. 



167 



3. Daß die für spitze Winkel abgeleiteten Formeln für die 

Funktionen von (a±/3), 2 a und - (§§ 35 und 36) allgemeine 

Gültigkeit haben, kann nachgewiesen werden, indem man in jedem 
einzelnen Fall die Funktionen auf die von spitzen Winkeln zurück- 
fahrt, wie dies in § 42, 5 (S. 144) geschehen ist. Oder man zeichnet 
die Figur für den betreflfenden Fall und liest an ihr die Funktionen 
ab mit Rücksicht auf die durch die Lage gegebenen Vorzeichen. Für 
(a + ß) wird dann wie in Fig. 149 (S. 129) die Fig. 180 gezeichnet, 
wobei immer (vgl. I. Teil § 6, 6): 




efr-iäFiV^ 



nr 



C^ 



\ 




Flg. 180. 



XB=^XZ+ZB. I OX^OY+TX. 

Hierin ist: 

XJB= J5 sin (a + /8) , | OX- JB cos (a + /8) , 

wobei diese Größe sowohl positiv als negativ sein kann. Zur Berechnung 
der rechtsseitigen Glieder der Gleichungen bestimmt man zunächst die 
Fahrstrahlen: 

00= ± OjPcos^, j5(7 = ± Ojösin/?, 

wobei das Zeichen so zu nehmen ist, daß der Ausdruck positiv ist, da 
die Fahrstrahlen stets als positive Größen gelten. Der Winkel von OC 
gegen den ersten Schenkel ist «, falls cos ß positiv ist, dagegen a Jr 180®, 
sobald cos/3 negativ ist, da dann OC auf den Gegenstrahl des Schenkels 
OA fällt. Daher ist entweder: 

XZ= 0^ cos/3 sina, oder: !r= OJ? cos /? cos a, oder: 

XZ^-OB cosj3 sin {a ± 180®) T = — Oj5 cos j3 cos {a ± ISO®) 

= 0-B cosj3 sina. | == OJ? cos /3 cos a - 

Der Winkel von OB gegen den ersten Schenkel ist a + 90® , sobald 
sin ß positiv ist, dagegen (a + 270®) , sobald sinj3 negativ. In beiden 
Fl^Uen ergibt sich wie eben, daß 



ZB ^OBsmß sin (a + 90®) 
== OB sin /5 cos a. 



YX ^ OB sin ß cos (cc + 90®) 
= — OB sin ß sin a . 
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Somit verwandeln sich die zuerst gegebenen Gleichungen 

XB=^XZ + ZB, 0X= 0Y+ YX 

in die Gleichungen: 

OB sin (a + j3) = ' OB cos (« + j3) = 

OB sin a cos ß + OB cos a sin /5 , 0-B cos cc cos ß — OB sin a sin ß , 

womit die allgemeine Gültigkeit der Formeln für sin (cc + j^) inid cos (a + /3) 
erwiesen ist. 

Die Formeln für sin (a — ß) und cos (cc — ß) ergeben sich aus diesen^ 
wenn man — ß statt ß setzt; es ist dann nämlich (§ 48, 6, S. 166): 

sin (a — ß) cos (a — ß) 

= sin a cos (— ß) + cos « sin (— /?) i = cos cc cos (— ß) — sincc sin ( — /5) 

= sin « cos ß — cos a sin j3 . = cos « cos /3 + sin « sin /3 . 

4. Setzt man /3 = a in den Formeln für (cc + ß) ein, so erhält man die 

Formeln für die Funktionen von 2 cc und (§35, IIT, IV, V), und ebensa 

ergibt sich die Gültigkeit aller übrigen Formeln der Winkelfunktionen 
(§37 u. 38), da sie aus den vorangehenden abgeleitet sind. 

§ 50. Bestimmnngsgleichnngen ffir Winkelfanktionen. 

1. Ist die Größe eines Winkels durch eine Gleichung zwischen 
seinen Funktionen bestimmt, so sind letztere zunächst mittels der 
Formeln II, IX und X (§ 49, i n. 2) durch eine einzige Funktion zu 
ersetzen (S. 135, § 37, 9), die übrigens auch zu dem halben oder doppelten 
fraglichen Winkel gehören mag (S. 135, § 37, 12); dann ist diese 
Gleichung nach den üblichen Regeln aufzulösen. Jedem Funktions- 
wert entsprechen zwei Winkel innerhalb 0^ und 360®. 

Beispiele: 

2. asinx = hcosx. — Entweder erhebt man zum zweiten Grad: 

und ersetzt cos^ x durch (1 ■— sin^ x) , oder wenn man annehmen darf^ 
daß nicht cos x = ist, teilt man durch a cos x und erhält 

, b 

tsx == . 
® a 

Im ersten Fall ist darauf zu achten, daß durch das Quadrieren 
stets noch weitere Werte der Unbekannten in die Gleichung mit auf- 
genommen werden, die in der ursprünglichen nicht enthalten sind. 
Z. B. würde die Gleichung a^ sin* x = b^ cos* x auch der Gleichung^ 
a sina? = — 6 cosx entsprechen. Daher sind die gefundenen Werte 
darauf zu prüfen, ob sie der ursprünglichen Gleichung genügen. 

3. atsx + bsinx = oder sin x • (-- 1- 6) = . 
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Diese Gleichung ist erfüllt 

für sin:c = 0, woraus rr^ = 0, ^^ = 180®, 

und für [- h = , woraus cos x = — ^ folfft. 

Wäre z. B. 6 = 2a, so wäre x^ =- 120% x^ =- 240®. 



4. aninx -{- h cos a; = c . Statt ccs x = y 1 — sin^ x zu setzen, 
wird besser folgendes Verfahren eingeschlagen:' 

, h c 

siux -\ — cos Ä? = — . 
a a 

Man bestimme den Hilfswinkel 9? so, daß tg(p = — ist; dann wird 

sin X + tg(p cos ic = - 

j . , . c cos qp • / . \ c cos cp 
oder sin x cos qp + sin qp cos x = , sin (x + q)) = . 

Sind für a, 6, c Zahlen gegeben, so wird zunächst qp, dann (x + qp) 
und schließlich x gefunden. 

5. Ist im besonderen Fall 

a = 6, also: sinx + cosx =Py 

80 wird diese Gleichung auch gelöst durch Quadrieren und Anwendung 
der Formeln II und III (S. 127 § 35, 1,): 

sin 2x = {p + 1) (p - 1) 
oder auch (S. 137, § 38, 3) sin (x + 45«) = -^ . 

6. Da sich alle Funktionen von x rational durch tg - ausdrücken 

lassen (S. 135, §37, 12), so kann tg— öfters benützt werden, um Glei- 

chungen für Winkelfunktionen aufzulösen. Für obige Gleichung 
(in 4) ergibt sich so z. B.: 

2a tg 2" + 6 - 6 tg*5 = c + c tg« |, (6 + e) tg« J - 2« tg^ = 6 

USW. 

§ 51. Berechniing des Oeradenzngs und des Vielecks. 

(Polygonometrie.) 

1. Die Lage einer Geraden kann bestimmt werden durch die Ab- 
szisse und Ordinate zweier Punkte derselben oder durch die eines Punktes 
und durch den Winkel der Geraden mit der Achse (§ 47). Um die Rich- 
tung der Geraden für die Winkelmessung genau festzustellen, denkt man 
sich jede Gerade oder jeden Geradenzug durch Bewegung entstanden; die 
Eichtung dieser Bewegung wird durch Ordnungszahlen an den Ecken 
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des Geradenzuges bezeichnet. Die Koordinaten dieser Punkte bezeichnet 

man mit ä-^ , i/j ; ir^ , ^g 5 ^3 i ^s ? • • • ^« » 2/« • 

DerNeigungswinkel(das 
Azimut) einer G eraden gegen die 
X-Achse wird dadurch bestimmt, 
daß man durch den Anfangs- 
punkt der Geraden die Parallele 
zur positiven Achse zieht und 
von dieser ab als dem ersten 
Schenkel den Winkel in dem 
bereits § 47, 2 (S. 162) ange- 
gebenen Drehungssinne mißt. 
Wenn in einem Geraden- 
zug die Geraden 12 = öj , 23 = ag , 34 = Oj . . . . mit der Achse die 
Winkel w^ , Wj , w^ . . , . bilden, und wenn wir unter <^ a^ a^ den Winkel 

verstehen, den die Verlängerung von 12 mit 23 bildet, so ist (I. Teil, 
§14, 4 Anm. b.): -^^0^=^ u\ -^ a^a^. Wird der Winkel der Richtungen 

21 und 23 mit a« bezeichnet, so ist: 





Pig. 182. 

*^ a^a^ == «2 ± 180®, da in letzterem Winkel statt 12 die Gegenrichtung 
21 als erster Schenkel betrachtet wird. Daher ist 

W^j = M?i + «2 ± 180®, 
«^8 = ^'2 + <^3 ± 180®, 



w. 



= «'„_! + «,±180«, 

2. Die zwischen den Fußpunkten AB (Fig. 181) der Koordinaten 
einer Strecke 12 liegende Strecke der Achse nennt man den Achsen- 
abschnitt (den Grundriß oder die Projektion) zu der Strecke; man 
betrachtet sie als positiv, wenn die Bewegung von A nach B in der 
Richtung der positiven Achse statthat, negativ im entgegengesetzten Fall. 
Das Vorzeichen des Abschnittes zu einer Strecke auf der X-Achse richtet 
sich also nach dem Cosinus, auf der Y"- Achse nach dem Sinus des Neigungs- 
winkels. Zugleich ist der Abschnitt zu einer Strecke auf einer Achse 
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stets gleich dem Unterschied der auf dieser Achse gemessenen Koordinaten 
der Grenzpunkte. 

Für den Unterschied der Abszissen und der Ordinaten zweier auf- 
einander folgenden Punkte des Geradenzugs erhält man somit die folgen- 
den Gleichungen: 

rcg — rci = Ol cos w^^ . 3^2 — ^i = «i sin w^ , 

^8 — ^2 = % ^ös tü^ , 2/8 — 2/2 = % sin w^ , 

^•« - ^n-i = «n-1 COS w„_^ , y^ - i/„_i = a„_i sin iv„_^ . 

3. Da für die Abschnitte der Strecken des Linienzuges 1 — 5 (Fig. 181): 

ÄB + BC+ CD+ DE = ÄE, 

und weil dies auch der Achsenabschnitt der Strecke 15 ist, so folgt: 

a) Die Summe der AchsenäbschniUe der Strecken eines Gerad&nmges 
ist gleich dem Ächsenabschnitt zu der Strecke vom ersten bis zum letzten 
Funkte desselben. 

b) Diese Summe ist Null, wenn der Geradenzug geschlossen oder wenn 
die Schlußstrecke senkrecht zur Achse ist. 

Aus obigen Gleichungen folgt durch Zusammenzählen: 

a;„ = 0?! + ö?i cos w^^ -{■ a^ cos w^ -\- ' ' ' - a„_i cos «?, 
^« = ^1 + ^1 si^^^i + «2 sin «^2 H ««-1 sinw;, 

4. Wird in einem geschlossenen Geradenzug oder Vieleck 1, 2, 
S, , , . . n der Punkt 1 als Nullpunkt, die Richtung 1 n als positive oj- Achse 

und die Drehung im Sinne des Innenwinkels von In nach 12 als positive 
Drehung aufgefaßt, so ist in diesem Falle x^ = Px = 0, w^ = cc^, ^« "= ^n» 
^„ = . Benützt man nun die aus 1 sich ergebenden Werte von w^ , 
^3 • • • • ^n-i ^"^^ beachtet, daß bei einer Änderung des Winkels um 180® 
sin und cos bloß ihr Zeichen ändern (S. 166, § 48, 5 u 7), so folgt aus XIX: 

a^ == a^ cos cc^ — a^ cos (a^ + a^) + «3 cos (cc^ + 0^2 "t" ^s) 

— Öf^_i cos («1 + «2 + ^n-l) 

== a^ sin a^ — ^2 sin (cc^ -|- a^) + öfg sin (o^ + ctg + cc^) 
— . . . . a„_i sin (c^i + «2 + . . . . cc^_^) . 

Diese beiden Gleichungen dienen zusammen mit der Gleichung (I. Teil, 

§ 14, 5) a, + «2 + • • • • «n = (»^ - 2) 180<> 

zur Bestimmung von drei fehlenden Stücken, Seiten oder Winkeln 
eines Vielecks, aus den übrigen Seiten und Winkeln. 

Da jede Seite a^ als erste Achse aufgefaßt werden kann, so ergeben 
sich aus diesen Formeln noch weitere durch fortschreitende Vertauschung 
der Marken. 

5. a) Ein fehlender Winkel ergibt sich aus der letzteren Gleichung. 
Wenn noch außerdem zwei Seiten unbekannt sind, so nimmt man eine 






(XX) 



172 XL Kap. Die Winkelfunktionen in der Koordinatengeometrie und Arithmetik. 

derselben als a^ an. Die zweite Gleichung XX enthält dann als Un- 
bekannte nur die andere Seite a^; diese berechnet man zunächst und setzt 
dann ihren Wert in die andere Gleichung ein. 

b) Sind eine Seite und zwei anliegende Winkel zu berechnen, so nimmt 
man eine an die fragliche Seite anstoßende als a„, so daß a^_^ , a„_i und 
a,j die fehlenden Stücke sind. Aus den Gleichungen XX folgt dann: 

± a„_i sin («1 + . . . a„_i) = — a^ sin «/+... a,^^^ sin (a^ + . . . «„^g) 
± «n-i ^os («!+••• «n-i) = % — a^ cos ofi + . . . a„_^ cos («1 + . . . a„_2) » 
woraus durch Quadrieren und Addieren a^_^ , durch Teilen tg («i^ + • • • <^«-i) > 
somit a^_i zu finden ist. 

c) Liegen die beiden unbekannten Winkel an einer andern als der 
unbekannten Seite, so nimmt man diese andere Seite als a^; die Glei- 
chungen XX enthalten dann noch den unbekannten Winkel a^ und die 
unbekannte Seite a^. 

Um überhaupt einen Winkel auszuscheiden, setzt man alle Glieder 
der beiden Gleichungen, die diesen Winkel enthalten, auf eine Seite, qua- 
driert beide Gleichungen, addiert und vereinigt die entsprechenden Glieder, 
wobei unter Berücksichtigung von 

cos^ X -f sin^ X = 1 
und cos (x + y) cos x -{- sin (x + y) sin x = cos y 

der betreffende Winkel herausfallen wird. So läßt sich «^ durch Qua- 
drieren u. Addieren der Gleichungen XX ausscheiden und dann die frag- 
liche Seite a^ aus der entstandenen (quadratischen) Gleichung berechnen 
(2 Werte). 

Um dann a^ zu berechnen, trennt man in der zweiten Gleichung XX 
a^ und die übrigen Winkel nach der Formel 

sin («i -|- 5) = sin a^ cos s + cos a^ sin 5; 
man erhält so eine Gleichung von der Form jp sin a^ -\- q cos a^ = 
(vgl. S. 168, § 50, 2). 

Zur Berechnung eines andern Winkels cc^ würde dagegen die Glei- 
chung die Form annehmen 

p smcc^ -{- q cos a^ = l (§ 50, 4). 

6. Um den Flächeninhalt des 
Vielecks zu bestimmen, betrachten wir 
der Reihe nach die Seiten «2 ? ^ » • • • • ^«-1 
als Grundseiten von Dreiecken, deren 
Gegenecken in 1 liegen. Die Höhen zu 
diesen Grundseiten werden berechnet als 
Ordinaten des Punktes 1 in Bezug auf 
die betreffende Grundseite als o;- Achse, 
wobei entsprechend der Winkelmessung 
\ die Innenseite als die Seite der positiven Ordi- 

Fig. 188. naten genommen wird. Es ist (nach XIX): 
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Äj = a^ siaa^ 

^3 "^ ^2 ^^ ^'^8 — ^1 ^^ (j^3 "t" ^'^2) 

7*4 = ttg sin «4 — ag sin (a^ + «g) + a^ sin (a^ + «3 + ctg) usw. 

Fällt hierbei die Höhe, wie 7?^, auf die äußere Seite der Seiten- 
strecke a^, so wird sie negativ. In der Tat ist dann aber wie ersicht- 
lich auch das Dreieck 145 negativ zu nehmen, um durch Zusammen- 
zählen der genannten Dreiecke den Flächeninhalt des Vielecks zu erhalten. 
[Die Flächen sind positiv, wenn sie^ wie beim Umlauf der ganzen 
Fig. 12 3..., links vom Umlauf (l 23 l) liegen, negativ, wenn sie rechts 
liegen (14 5 l).] Daher ist der doppelte Flächeninhalt: 

2J==^ «2 % ^^ ^2 "1" ^8 {ß2 ^^ ^8 — % ^^ (*'^8 "i" ^'^2)] 

+ a^ [«8 sin «4 — ag sin (or^ + «3) -f a^ sin (a^ + «3 + ccj\ 

+ 

+ ««-1 K-2 sin a„_i - a^_3 sin (a„_i + a„_^) 

«1 sin (of„_i -f a„_2 H ag)] , 

oder 

2«^ = «1 [«2 sin aj — ag sin (a^ + «3) + * * ^»-1 ^^ («2 + * * ««-1)] 

+ Og [flfg sin «3 — a^ sin («3 + «J H a^_i sin («3 H a„_i)] 

+ 

+ a„_2 a„_i sin cc^_^ . 
Für ein Viereck folgt z. B.: 

2J=^a^ [flj sin a^ — 03 sin {a^ -\- «3)] -}- «^ a^ sin «3 . 

§ 52. Anwendnng der Winkelfanktionen in der Arithmetik. 

A. Berechnung von Zahlenausdrücken. 

1. Die Funktionstafeln können benützt werden, um irgendwelche 
Zahlenausdrücke zu berechnen. 

Als man zwar schon solche Tafeln, aber noch keine logarithmische 
Tafeln hatte, wurde z. B. das Vervielfachen zweier Zahlen in folgender 
Weise in ein Zuzählen verwandelt (prosthaphäretische Methode)*). Sind 
a und h echte Brüche, so kann man a und ß bestimmen aus a = sin a 
und & = cos j3 . Dann ist 

a • b = sin « • cos j3 = -^ [sin (a + j3) -f sin (a — j3)] 

nach XI (S 136, § 38, 1) . 

Sind a und & nicht < 1 , so genügt das Teilen durch eine Potenz 
von 10, um dasselbe Verfahren anwenden zu können. 

2. Die Tafeln für tg und cotg können benützt werden, um einen 

Teiler durch einen Faktor zu ersetzen, da cotj? a = -7 — . 



(XXI) 



*) TtQdad'BOLg = Zufügen = Addition ; icfpccigiaig = Wegnehmen = Subtraktion. 
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Z.B.: a; = -^ = ^^g|, tga = 0,364, a = 20^ cotga = 2,747, 

rc = 0,02747 a. 

3. Die quadratische Gleichung ax^-{-hx-{-c = 0^ in dep' a 
stets positiv sei, gibt für x die Werte: 



X = 



bjhVb*—^ac_ h_f xl/i _^^^^ 

2a ~~ 2aV'^r^ b^J' 



^ CLC 

a) Für einen reellen Wert von x muß -j-^ < 1 sein für den Fall, daß 
auch c positiv ist. Dann läßt sich der Winkel ip so bestimmen, daß 

— T^ — = sm g) , so daß nun: 

x=^- — {l T)/l-sin2g))=- 2^ (1 + cosg)) 

iT, = sm' — , a?9 == • cos^ - . 

* a 2 ' ^ a 2 

Diese Auflösung ist dann mit Vorteil anzuwenden, wenn er, h und c viel- 
zifferige Zahlen sind. 

b) Für — c statt + c. ist dieses Verfahren nicht zulässig. Es sei 



ax^ 



. ■ • . 2"l/öC 

Da hier ac positiv ist, läßt sich tp so bestimmen, daß tgg) = v- ^ 

also (mit Benützung von S. 135, § 37,9): 

Es ist aber 

h 1 "i/c .. -i/c cosop + l 

ir~ = V - 1/ — » somit a; = — 1/ — - . - — 
2a tgqp r a ' r a smqp 

und (S. 135, § 37, ll) 

B. Darstellung der imaginären Zahlen. 

4. Eine komplexe Zahl äj + i«/ (wo i = ]/— l) kann durch Winkel- 
funktionen dargestellt werden, indem man r und a so bestiomit, daß 

rc = r cos cf , t/ = r sin a , also r* = ic^ -f- ^^ , tg a = - . 

Dann ist 

X -\- yi =^ r (cos a + i sin a) . 
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Diese letztere Form der komplexen Zahlen ist nun sehr geeignet, 
Produkte, Quotienten, Potenzen und Wurzeln derselben zu berechnen. 

5. Wenn man auf einer Geraden (oJ- Achse) von einem Punkt aus 
nach der einen Richtung die positiven Zahlen in irgend einem Maß als 
Strecken darstellt, nach der anderen die negativen, so entspricht jeder Punkt 
der Geraden mit seinem Abschnitt x irgend einer positiven oder negativen 
reellen Zahl. Wenn x und y die rechtwinkeligen, r und a die Polar- 
koordinaten eines Punktes einer Ebene sind, so kann man jeden Punkt 
der Ebene entsprechen lassen einer imaginären Zahl von der Form 

n = X -\- iy ^^ r (cos a + t sin a) . 

Der Addition einer zweiten solchen Zahl 

n^ == ^1 + iyi — ^i (cos «j + ^ sin aj 

entspricht ein Punkt, dessen KoordinatenX = x -{- x^^ Y = y -\- y^ sind. — 
Dieser Punkt wird aber auch erhalten, indem man r^ am Endpunkt von 
r in der durch aj^ bestinmiten Richtung anträgt. Denn wären dann X^ und 
y^ die Koordinaten des Endpunktes von r^, so wäre nach § 51,2 (S. 171) 
X^ — X = r^ cos a^ = x^ ^ Y^ — y = r^ sin a^ = 2/i ; also X == Xj , Z = F^ . 
Der Subtraktion entspricht das Antragen von r^ in der Gegen- 
richtung. 

6. Für die Multiplikation von n mit n^ beachte man, daß 
(cos cc -\- i sma) (cos «^ + i sin a^) 

= cos a cos cfj — sin a sin cc^ -\- i (sin a cos or^ + cos cc sin a^) 
= cos (cc + of^) + i sin (cc + cc^) ; 
also nn^= r f\ [cos (a -f aj -f i sin (a + cc^)] . 

Die Multiplikation niit n^ wird hiemach in der Ebene ausgeführt^ 
indem man von r aus um a^ weiter dreht und auf dem dadurch er- 
reichten Strahl die Strahlstrecke R so bestinmit, daß nach der gewählten 
Maßeinheit rr^ = 1 - R , 1 : r = r^ : i? (S. 104, § 28, 7 a). 

Ebenso ergibt sich die Division — = — [cos (a — cc^) -^ i sin (cc — «i)], 
wo — gemäß § 28, 2 a Zus. (S. 100) zu zeichnen ist. 

7. Tritt zu dem Produkt in 6 noch ein weiterer Faktor (cos «g -f i sin a^) 
hinzu, so ist das Produkt 

= cos (cc -\- cc^-\- CC2) -|- i sin (of -f a^ -f a^) , usw. 

Ist a == «j = «2 , • ♦ • so erhält man für die nie Potenz den Wert 

(cos a-\'i sin a)^ = cos n a-\'i sin n a. 

Dies ist die Moivresche Formel (Moivre 1730 und Euler 1748). 

Da 

/ 1 . . N « 1 coBna — tsinna 

(cosa -f- 1 sm crr = f— .-. — = • - , - . • — ; 

^ ^ cos n of + i sin na co8*n« +8m*na' 



176 ^I- ^ap* Die Winkelfunktionen in der Koordinatengeometrie und Arithmetik. 

also (cos a + i sin «)"" == cos {— na) + i sin (— na) (S. 166, § 48, e), 

so gilt die genannte Formel auch für negative Exponenten. 
Umgekehrt folgt aus ihr: 

(1 1 \w 

cos a -\- i sin ~ a) , somit auch : 

(cos a + i sin a) " = cos - a + i sin - a , 



n ' w 

m . . . m 



cos cf + * sin öf ) " = cos — cf + t sin — a , 

d. h.: die Moivresche Formel hat auch Geltung für Wurzeln oder für 
Potenzen mit gebrochenen Exponenten. 

So ist, wenn x -\- iy = r (cos a + * sin a) ist , 



W / — ^ /'~ / cc cc\ 

yx -\- iy =■ yr( cos + * sm 1 . 



8. Ist (in 4) ic = 1 , 2/ = 0, so folgt r = 1 , a = Ä- • 360®, wo h Null 
oder irgend eine ganze Zahl ist. Daher ist 

1 = cos Ä • 360" + t sin A- • 360" , VI = cos h * sin 

' ' ^ n n 

Daraus ergeben sich n verschiedene Werte für yl , indem man nach- 
einander A^ = 0, 1, 2...(w — l) setzt. Würde man k die noch höheren 
Werte w , w + 1 , ... beilegen, so würden sich die Werte wiederholen, 

*lfiO® / ^fiO®\ 

indem die Funktionen von 0^ und 360^ von und (360® -{ )usw. 

übereinstimmen. 

Ist w = 2m, so geben Ä; = und Ä; === m die beiden Werte + 1 und 
— 1 , während die paarweise zusanunengestellten Werte für A; == 1 und 
2m — 1 , 2 und (2m — 2) , ... (m — 1) und (m -f 1) sich jeweils nur 
durch das Vorzeichen des imaginären Teiles unterscheiden (konjugierte 
Zahlen). 

Ist dagegen w = 2 m + 1 , so gibt nur Ä == einen reellen Wert 1 , 
und es entsprechen einander in der angegebenen Weise die Werte für 
k = 1 und 2m , 2 und (2m — l) , . . . m und (m + 1) 

In gleicher Weise ergeben sich n Werte für 

V- i = cos f-^^) 180» + i sin p ±i) 180», 

WO Ä; = , 1, 2, ... (w — 1) gesetzt werden kann. 

Für ydzp erhält man je n Werte, indem man in y±p = yp ' y± 1 

fij 

die n Werte von y± 1 als Faktor zu dem auf bekanntem Wege sich 

ergebenden ersten Werte von yp hinzusetzt. 



Übungsaufgaben. 
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Aufgaben zur ersten Abteilung. 

I. Aufgaben über Streckenverhältnisse. 

1. Zeichne drei Strecken a = 21 mm, 6 = 56 mm, c = 35 mm, § 1. 
gib ein gemeinsames Maß derselben an and erprobe es. 

2. Auf einer Strecke a kann eine andere h xmsX abgetragen 
werden, dann der Rest c auf h ymal und der jetzt bleibende Rest d 
auf c jsrmal, wobei kein Rest bleibt. Man soll das Verhältnis von a 
zu h berechnen. — Beispiel: a; = 4, y = 3, z = b. 

3. a) Welche Größe haben das arithmetische, das geometrische § 2. 
und das harmonische Mittel zu zwei Strecken a und 6, wenn letztere 

in Millimetern gegeben sind: a) 10 und 40? ß) 20 und 180? y) 10 
und 90? 8) 12 und 48? 

b) Suche weitere durch Zahlen angebbare Strecken, deren drei 
Mittel sich wieder durch ganze Zahlen angeben lassen. 

c) Berechne das harmonische Mittel zu folgenden Saitenlängen, 
die harmonische Klänge geben: 1, ^; 1? 1; f ; ^5 1; 1? 1? f • 



Aufgaben zum ersten Kapitel. 

II. Lehrsätze. 

1. Zieht man von beliebigen Punkten einer Geraden je zwei § 3. 
Strahlen nach den Grenzpunkten einer zu ihr parallelen Strecke, ao 
werden auf einer dritten Parallelen durch jedes Strahlenpaar gleich- 
große Strecken begrenzt. 

2. Ein Dreieck, in dem zwei Schwerlinien einander gleich sind, § 4. 
ist gleichschenkelig. 

3. Gleichschenkelige Dreiecke sind ähnlich, wenn ihre Winkel 
an der Spitze übereinstimmen, oder die an der Grund seite. 

4. Zwei rechtwinkelige Dreiecke sind ähnlich, wenn sie im Ver- 
hältnis der beiden Katheten oder im Verhältais einer Kathete zur 
Hypotenuse übereinstimmen. 

5. In ähnlichen Dreiecken entsprechen einander nach Lage 
(Winkeln) und Größenverhältnis die Höhen entsprechender Seiten, die 
Halbierenden entsprechender Winkel, die zugehörigen Abschnitte, usw. 

6. Dreiecke, deren Seiten paarweise aufeinander senkrecht stehen, 
sind ähnlich. 

7. Zieht man durch den einen Schnittpunkt zweier einander 

12* 
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[§ 4.J schneidenden Kreise zwei Strahlen, die jeden dieser Kreise noch 
in einem weiteren Punkt schneiden, so werden durch die beiden 
Schnittpunkte je eines Strahles und durch den zweiten Schnittpunkt 
beider Kreise ähnKche Dreiecke bestimmt. 

8. Von drei Kreisen, die zwei Punkte gemeinsam haben, be- 
grenzen zwei auf den Strahlen eines dieser Punkte je eine Strecke, 
und der dritte Kreis begrenzt mit einem der ersteren je eine zweite 
Strecke so, daß das Verhältnis beider Strecken für alle Strahlen das 
gleiche ist. — Andeutung: Man benütze Aufg. 7. 
§ 6. ö. Von drei parallelen Strecken im Zweistrahl ist das Verhältnis 

der Unterschiede der zwei ersten zum Unterschied der zwei letzten 
gleich dem Verhältnis der zugehörigen Abschnitte auf einem Strahl. 

10. Wenn bei drei parallelen Strecken a, fe, c im Zwei strahl die 
eine c die Abschnitte der Strahlen zwischen den beiden andern im 
Verhältnis p : q teilt, so ist 

^_ qa+ph 

11. Für jedes Dreieck ist die Summe der Entfernungen der 
Ecken von irgend einer Geraden gleich der dreifachen Entfernung 
seines Schwerpunkts von dieser Geraden. 

III. Berechnungen und Zeichnungen. 

§ 6. !• ^on einer gegebenen Strecke a soll ein bestimmter Bruch- 

teil X = ^a [oder \^a\ genau gezeichnet werden (indem die Strecken 
von gegebenem Verhältnis einem mm-Maßstab entnommen werden). 

2. Zu einem gegebenen Bruchteil einer Strecke f ic = a soll die 
ganze Strecke x gezeichnet werden. 

3. Der Meß keil, der benützt wird zum Messen des kleinen 
Abstands zweier wagrecht (auf Böcken) liegenden Meßstangen (vgl. 
Aufg. XXIV Vorbem.), ist ein Keil, dessen obere Breite a und dessen 
Länge l sei. Wie ist die Länge l einzuteilen, damit die Zahl des 
Teilstrichs, bis zu welchem der Meßkeil zwischen den Stangen ein- 
sinkt, zugleich den Abstand der letzteren gibt? 

4. a) Trägt man auf einer Geraden zehn beliebige gleiche Teile 
ab, ani Endpunkt senkrecht zu ihr ein mm, und verbindet man den 
Endpunkt des letzteren mit dem Anfangspunkt der Strecke, so lassen 
sich auf den Senkrechten der übrigen Teilpunkte t^ö , tV , A ^°^ ^- s- ^' 
abmessen. 

b) Man soll einen Quer- oder Transversalmaßstab entwerfen 

für iV; -gV; -A, -d-Qi ^\ d- w- Cl. (= der wahren Größe). 

6. Durch einen Punkt soll eine Gerade derart gezogen werden, 
daß sie auf den Schenkeln eines Winkels Strecken von gegebenem 
Verhältnis j} : q begrenzt. 
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6. Durch einen gegebenen Punkt ist eine Gerade so zu ziehen, [§ 6] 
daß die zwischen die Schenkel eines gegebenen Winkels fallende 
Strecke durch den Punkt in gegebenem Verhältnis p : q geteilt wird. 

7. Durch einen Punkt soll eine Gerade so gelegt werden, daß 
ihre Abstände von zwei gegebenen Punkten in einem gegebenen Ver- 
hältnis p : q stehen. 

8. Zwei mit ihren Nullpunkten zusammengelegte Maßstäbe (oder 
solche, die an diesen Punkten durch ein Chamier verbunden sind, 
(Proportionalzirkel) sollen benützt werden, um: 

a) zu einer gegebenen Strecke a die Strecken l^^-a, f-Ja u. ä. 
zu finden. (Mache den Winkel beider Lineale so groß, daß bei 
81 mm a als Abstand der Teilpunkte hineinpaßt und messe den Ab- 
stand bei 35 mm.) 

b) zu drei Strecken a, 6, c das vierte Verhältnisglied x zu finden: 
a:b = c:x, (Trage a auf beide Maßstäbe ab, öffne den Winkel 
derselben, bis b in den Endpunkten von a als Abstand in den Winkel 
paßt, trage c auf beide Maßstäbe ab; der Abstand der Endpunkte 
von c ist X.) 

9. Auf einer Geraden sei eine Strecke AB =^ 20 mm durch einen § 7. 
Punkt Q geteilt. Man soll für verschiedene Lagen von Q Art und 
Größe des Verhältnisses Ä Q : QB = V berechnen, nämlich für 
AQ-^by 16, 25, — 4 mm. 

10. Li der vorigen Aufgabe werde Q um 2 cm in der Geraden 
nach der einen oder andern Richtung verschoben; man soll zuerst 
ohne Rechnung die Art der Änderung von V angeben und dann das 
neue Verhältnis berechnen. 

11. Auf einer Geraden seien von einem Punkt A aus nach 
einerlei Richtung drei weitere Punkte P, Q, R entfernt um 11, 23 
38 mm; welches sind die Werte der zwischen P, Q, R möglichen 
Teilverhältnisse ? 

12. Wo liegt auf der Strecke AB = 20 mm (oder auf deren Ver- 
längerung) der Teilpunkt Qy dessen Teilverhältnis AQ: QB^^, 9, 
— 3^, — f sein soll? Die Strecke AB ist zu zeichnen und die Punkte 
sind einzutragen. 

13. Wo liegt der Endpunkt einer Strecke AB, wenn 

AQ=- 18 (24) mm und AQ:QB=6 (- 7). 

14. Es sind zwei Strecken zu zeichnen, deren Summe s (oder 
Unterschied cT) und Verhältnis p : q gegeben sind. 
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Aufgaben zum zweiten Kapitel. 

IV. Lehrsätze. 

§ 8. 1. In einem Dreieck ist das Produkt aus Grundseite und zu- 

gehöriger Höhe das gleiche für jedes zusammengehörige Paar. Beweis? 

2. In einem Dreieck wird die Verbindungsgerade der Höhenfuß- 
punkte auf zwei Seiten, um deren Winkelhalbierende gewendet, parallel 
der dritten Seite. 

3. In einem Dreieck teilt der Schnittpunkt der drei Höhen die 
letzteren so, daß jedesmal das Produkt der beiden Abschnitte den 
gleichen Wert hat. 

4. Ist in einem rechtwinkeligen Dreieck eine Kathete das geo- 
metrische Mittel zwischen den beiden andern Seiten, so ist die zweite 
Kathete gleich dem Abschnitt auf der Hypotenuse unter der ersteren 
Kathete. 

5. ümkehrung dieses Satzes? 

6. Im rechtwinkeligen Dreieck verhalten sich die Abschnitte der 
Hypotenuse wie die Quadrate der Katheten. 

7. Zieht man durch irgend einen Punkt eines Kreisbogens zwei 
Parallelen zu den Berührenden seiner Grenzpunkte, so ist die von 
der zugehörigen Sehne begrenzte Strecke jeder dieser Parallelen das 
geometrische Mittel zwischen den Abschnitten der Sehne, die zwischen 
den Parallelenpaaren liegen. 

§ 9. 8. Legt n?an durch zwei Punkte A und B beliebige Kreise, so 

sind die von e^nem dritten Punkt G der Geraden AB qh diese Kreise 
gezogenen Berdhrenden alle einander gleich. 

9. In einem Kreise verhalten sich die Quadrate zweier von einem 
Punkt ausgehenden Sehnen wie die unter ihnen liegenden Abschnitte 
auf dem Durchmesser dieses Punktes. 

IG, Wenn in einem Eck eines Dreiecks an dessen Umkreis die 
Berührende gezogen wird, so teilt sie die Gegenseite im Verhältnis 
der Quadrate der anliegenden. 

11. Die beiden Strahlstrecken einer Geraden von einem Punkte 
des Umfangs eines Kreises, welche von diesem Kreis und von einer 
zum Durchmesser des ersteren Punktes senkrechten Geraden begrenzt 
werden, ergeben ein Produkt, das für alle Strahlen das gleiche bleibt. 

12. Durchschneidet in vorangehender Aufgabe die Senkrechte 
den Kreis, so ist das genannte Produkt gleich dem Quadrat der Sehne 
von dem erstgenannten Punkt nach dem Schnittpunkt der Geraden 
und des Kreises. 

13. Zieht man in einem Sehnen viereck ABCD zu der Be- 
rührenden des Punktes A eine Parallele, die von AB, AC und AD 
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in B^y C^ und D^ getroffen werde, so sind B^ (7^, C-^ D^ und B^ D^ [§ 9.] 
gewendet parallel zvl BC , CD und BD in den zugehörigen Zwei- 
strahlen aus A. — Es soll hierdurch nachgewiesen werden, daß 

AC'BB^ABGD + ABBG, 

(Vgl. S. 97, § 27, 7.) 

14. Beschreibt man über dem Durchmesser eines Halbkreises 
ein Rechteck von der Höhe des Halbmessers und zieht eine Ecken- 
linie, so schneidet der Kreis von dieser \ ab. (Benütze § 8, 4 und 

§9,4.) 

16. Trägjb man in einen Spitzbogen (Figur, die von zwei 
Bögen gleicher Kreise und der Mittellinie der Kreise begrenzt ist), 
den Halbmesser der Bögen auf der Mittellinie der Figur (geraein- 
samen Sehne der Kreise) von der Grundlinie aus ab, und zieht man 
vom Endpunkt dieser Strecke eine Berührende, so berührt diese im 
Berührungspunkt des der Figur einbeschriebenen Kreises. 

16. Beschreibt man über dem begrenzenden Durchmesser eines 
Halbkreises zwei diesen berührende Halbkreise je mit der Hälfte des 
Halbmessers als Halbmesser, so ist der Halbmesser eines vierten 
Kreises, der alle drei Kreise berührt, == \ des ersten Halbmessers. 
(Benütze § 9, 4.) 

17. Zieht man in der Figur zu Nr. 16 durch die Mittelpunkte 
der beiden gleichen Halbkreise die Senkrechte zum begrenzenden 
Durchmesser und durch den Mittelpunkt des zuletzt bestimmten Kreises 
die Parallele zu ihm, so erhält man die Mittelpunkte zweier Kreise, 
die je drei der gezeichneten Kreise berühren; der Halbmesser dieser 
Kreise ist ^ des ersten Halbmessers. 



V. Zeichnungen. 

1. Der Satz § 9, 2 soll zur Bestimmung des vierten Verhältnis- 
gliedes der Strecken tt, 6, c benützt werden. 

2. Das geometrische Mittel zu a und 6 soll gemäß § 9, 4 be- § 10. 
stimmt werden. 

3. um das geometrische Mittel zu zwei Strecken zu erhalten, 
trägt man von beiden Grenzpunkten A und A^ der kleineren Strecke 
die größere so auf, daß AA^ ein Teil dieser Strecken AB und A^B^ 
ist; dann beschreibt man mit letzteren Strecken von B und B^ Kreis- 
bögen, die sich in C schneiden. Die Strecke AC ist das gesuchte 
Mittel. — Beweis (A ACA^ 00 ACB). 

4. Den goldenen Schnitt einer Strecke a erhält man, indem man 
mit a und 2 a als Katheten ein rechtwinkeliges Dreieck zeichnet und 
den Gegenwinkel von 2a halbiert. Der an a angrenzende Abschnitt 



184 Ähnliche Abbildung (Kap. 3). VI. 

von 2a ist die gesuchte Strecke. — Beweis? (Berechne die Hypo- 
tenuse und benütze den Satz § 1, 2, S. 20). 

6. Es ist eine Strecke a) innen oder b) außen so zu teilen^ 
daß eine zweite gegebene Strecke das geometrische Mittel zwischen 
beiden Abschnitten ist. 

6. Es ist eine Strecke a innen oder außen so zu teilen, daß- 
das Produkt der Abschnitte gleich dem Produkt zweier gegebenen 
Strecken h und c ist. (Man nimmt, je nachdem a^h + c oder 
a^h — € ist, a oder letztere Größe als Durchmessei.) 



Aufgaben zum dritten Kapitel. 

VI. Lehrsätze. 

§ 11. 1. Zum Abzeichnen einer Vorlage in gleichem oder verändertem 

Maßstab dient der Storchschnabel oder Pantograph (Scheiner 1603). 
Vier durchlöcherte Lineale sind so zu einem Parallelogramm ABCiy 
verbunden, daß sich die Seiten gegeneinander in Gelenken drehen 
lassen; zwei Seiten DA und DC sind verlängert. Legt man bei be- 
liebiger Stellung des Parallelogramms eine Gerade hindurch, die die 
Verlängerung von DA in S, von DC m F und die AB in E schneidet 
und hält man einen der 3 Punkte S, E, F durch einen Stift fest, so 
bleiben bei jedör Drehung d(^r Lineale die 3 Punkte stets auf einer 
Geraden und die Strahlstrecken behalten das gleiche Verhältuis bei; 
denn es ist stets AE DF und SA :SD = AE:DF. Wird z. B. 
der Stift S festgehalten und beschreibt ein Stift in F eine gegebene 
Figur, so zeichnet der Bleistift in E ein ähnliches Bild im Verhältnis 
SE: St = SA: SD. Wird E festgehalten und mit S gezeichnet,, 
so ist der Maßstab = SE : EF = SA : AD . Der Maßstab wird um- 
gekehrt, wenn Bleistift und Führungsstift vertauscht werden. Setzt 
man den festen Stift nach B und macht man AS = AD y CF = DC y, 
so ist das Bild, das S zeichnet, der von F beschriebenen Vorlage 
gleich. 

Wenn D^ = a, 2)JF=6[=2a] ist, wie groß sind AS und AE 
zu nehmen und wo sind der feste Stift, der Führuugsstift und Zeichen- 
stift einzusetzen, um abzuzeichnen im Maßstab 1:2, 2:3, 3:4^ 
1:3, 1:4? — und umgekehrt? 

2. In einer Figur mit einem Mittelpunkt liegen die gegen- 
gesetzten Teile ähnlich zum Mittelpunkt als innerem Ä.-Punkt. 

3. Zwei ähnliche und ähnlich liegende Figuren mit je einem 
Mittelpunkt haben einen inneren und einen äußeren A.-Punkt, der die 
Strecke der Mittelpunkte harmonisch teilt. 
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4. Regelmäßige Vielecke von gleicher Seitenzahl sind einander [§ IJ.] 
ähnlich; Sie liegen ähnlich, wenn eines ihrer Seitenpaare parallel ist. 

5. Regelmäßige Vielecke von gleicher und zwar gerader Seiten- 
zahl, von denen zwei Seiten parallel sind, liegen ähnlich zu einem 
inneren und zu einem äußeren Ahnlichkeitspunkt. 

6. Zieht man in einem Dreieck von dem Schnittpunkt einer 
Höhe mit ihrer Seite Senkrechte zu den beiden andern Seiten, so ist 
die Verbindungsgerade der Fußpunkte der letzteren parallel zur Ver- 
bindungsgeraden der Fußpunkte der beiden andern Höhen. 

7. Fällt man in einem Dreieck von dem Fußpunkt A^ einer 
Höhe ÄA^ Senkrechte zu den Seiten, A^B^ A_ AC und A^C^ A_ AB ^ 
und auch auf die beiden andern Höhen, A^C^ A_CC^^ A^B^ Jl BB^, 
so liegen die vier Fußpunkte dieser Senkrechten auf einer Geraden. 
^Da AA^B2Cq p. ö. BB^G^y so fällt nach dem vorhergehenden Satz 
B^ Cg auf B^ Cg.) 

8. In einem Viereck gehen die Verbindungsgeraden der Mitten 
der Gegenseiten und der Mitten der Eckenlinien durch einen Punkt. 
(Je drei Punktpaare bilden ähnlich liegende Dreiecke.) 

9. Zieht man zu den Parallelen eines Trapezes eine Parallele, 
die von den beiden Eckenlinien begrenzt wird, zieht man femer durch 
die Grenzpunkte zu jeder der andern Seiten eine" Parallele, die eben- 
falls durch die Eckenlinie begrenzt wird, so bestimmen die vier Greuz- 
punkte ein Trapez, das dem ursprünglichen ähnlich liegt. 

10. Es gibt für zwei Strecken AB und A^B^ (oder irgend zwei 
gleichwendige ähnliche Figuren) stets einen Punkt S (Situations- 
punkt) von der Lage, daß durch eine Drehung um ihn beide 
Strecken p. ä. werden zu demselben Punkt als Ähnlichkeitspunkt. 
Dieser Punkt ist der Schnittpunkt S der Kreise, welche durch den 
Schnittpunkt C der Geraden AB und A^B^ und durch AA^ sowie um 
CBB^ gelegt werden. — Andeutung: Die Winkel ASA^ und BSB^ 
stimmen mit ACA^ überein, woraus folgt ^ ASB = A^SB^-^ ebenso 
ist ^SAC=SA^C. 

11. a) Ein Dreieck liegt ähnlich zu dem Dreieck der Mitten 
seiner Seiten. 

b) Dem Höhenpunkt des ersteren (I. Teil, § 20, 3) entspricht in dem 
zweiten Dreieck der Mittelpunkt des dem ersteren umbeschriebenen Kreises. 

c) Die Strecke zwischen beiden Punkten wird durch den Schwer- 
punkt im Verhältnis 2 : 1 geteilt. 

d) Zieht man in ersterem Dreieck Eckstrahlen durch einen Punkt 
und jeweils Parallele zu diesen Eckstrahlen durch die Mitten der 
Gegenseiten, so gehen diese Parallelen ebenfalls durch einen Punkt. 
Die Verbindungsstrecke beider Punkte wird durch den Schwerpunkt 
im Verhältnis 2 : 1 geteilt. 

e) Der einem Dreieck umbeschriebene Kreis und der Kreis durch 
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§ 12. die Mitten der Seiten haben den Schwerpunkt als inneren Ahnlichkeits- 
punkt. Ihre Halbmesser stehen im Verhältnis 2:1. 

f) Der Mittelpunkt des durch die Seitenmitten gelegten Kreises 
halbiert den Abstand des Mittelpunkts des umbeschriebenen Kreises 
und des Höhenpunkts. 

g) Der Kreis in f) geht auch durch die Fußpunkte der Höhen des 
Dreiecks. 

h) Der Höhenpunkt ist äußerer Ahnlichkeitspunkt beider Kreise. 

i) Der kleinere Kreis geht durch die Mitten der vom Höhen- 
punkt nach den Ecken gezogenen Strecken. 

k) Der Mittelpunkt dieses Kreises halbiert die Verbindungsstrecken 
von den Seitenmitten nach den eben genannten Mittelpunkten. 

1) Der Abstand des Mittelpunkts des umbeschriebenen Kreises 
von einer Seite ist gleich der Hälfte des obern Abschnitts der zu- 
gehörigen Höbe. 

m) Die Mittelpunkte zweier oberen Höhenabschnitte bestimmen 
mit den Mittelpunkten der zu den betreffenden Höhen gehörigen 
Seiten je ein Rechteck. 

n) Verlängert man einen unteren Höhenabschnitt um seine eigene 
Länge, so liegt der Endpunkt der Verlängerung auf dem umbeschrie- 
benen Kreis. 

o) Verlängert man die Strecke vom Fußpunkt einer Höhe nach 
dem Schwerpunkt um ihre doppelte Länge, so liegt der Endpunkt 
auf dem umbeschriebenen Kreis. 

p) Die auf den Strahlen des Höhenpunkts zwischen beiden Kreisen 
liegenden Strecken werden durch den Höhenpunkt außen im gleichen 
Verhältnis 1 : 2 geteilt. 

q) Die auf den Strahlen des Schwerpunkts zwischen beiden 
Kreisen liegenden Strecken werden durch den Schwerpunkt in gleichem 
Verhältnis geteilt. 

12. a) Der Kreis durch zwei Ecken und den Höhenpunkt eines 
Dreiecks ist gleich dem Umkreis des Dreiecks. 

b) Zu den beiden Kreisen in a) ist die Seite zwischen beiden 
Ecken die Mittellinie. 

c) Die Mittelpunkte der drei Kreise durch je zwei Ecken und den 
Höhenpunkt bilden ein Dreieck, das zu dem gegebenen Dreieck gegen- 
gesetzt liegt in Bezug auf den Mittelpunkt des Kreises durch die 
Seitenmitten. 

13. a) Verbindet man in einem Dreieck ein Eck mit dem Punkt^ 
in welchem die Gegenseite durch den ihr anbeschriebenen Kreis be- 
rührt wird, so geht diese Gerade durch den Endpunkt des zur ge- 
nannten Seite senkrechten Durchmessers des Inkreises. (§ 12, ib). 

b) Diese Verbindungsgerade ist parallel der Geraden vom Mittel- 
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punkt des Inkreises nach der Mitte der genannten Seite (s. I. Teil, [§ 12.] 
§ 35, Zus. 2). 

c) Die Eckstrahlen nach den Berührungspunkten der drei An- 
kreise auf den Seitenstrecken gehen durch einen Punkt (Nagel' sehen 
Punkt), der mit dem Mittelpunkt des Inkreises und dem Schwer- 
punkt des Dreiecks auf einer Geraden liegt; der Schwerpunkt teilt 
die Strecke der beiden andern Punkte im Verhältnis 2 : 1 (dies folgt 
aus i) und 11 d). 

VII. Zeichnimgen und Berechnungen. 

1. Zu einem gegebenen Vieleck V ist ein ähnlichliegendes F^ zu 
zeichnen, wenn der (innere oder äußere) A.-Punkt gegeben und dazu 

a) das Bild eines bestimmten Eckes von F; 

b) das Seitenverhältnis von F und Fj == 1 : 2; 1:1; P ' Q] 

c) die Länge des Bildes einer bestimmten Seite von F. 

2. Über einer gegebenen Strecke ist ein Vieleck zu zeichnen, 
das einem gegebenen Vieleck ähnlich ist und in dem die gegebene 
Strecke einer bestimmten Seite dieses Vielecks entspricht. 

3. Die Seiten eines Dreiecks sind zu berechnen, das einem ge- 
gebenen Dreieck mit den Seiten 13, 14, 15 ähnlich ist, und in dem eine 
Seite von der Länge 39 (oder 32^ oder 17) das Bild der Seite 13 ist. 

4. Der Schatten eines lotrechten Stabes von a m Länge ist b m 
auf wagrechter Ebene. Wie hoch ist ein Turm, dessen Schattenende 
die Entfernung c m vom Mittelpunkt des Grundrisses hat? 

6. Zu zwei ähnlichen Punktreihen auf einem Träger ist der sich 
selbst entsprechende Punkt (Ahnlichkeitspunkt) zu bestimmen mit 
Hilfe zweier ähnlichen Dreiecke über entsprechenden Strecken. 

6. Von zwei Kreisen seien die entsprechenden Halbmesser r^ und r^ 
und die Entfernung d ihrer Mittelpunkte in mm gegeben, nämlich 

15 
5 
4. 

Man soll die Lage ihrer Ahnlichkeitspunkte zeichnend und rechnend 
bestimmen. 

7. Von einem gegebenen Punkt aus ist eine Gerade durch zwei 
Kreise zu ziehen, deren Sehnen sich wie die zugehörigen Halbmesser 
verhalten. 

8. Man soll ein Dreieck zeichnen, von dem erstens eines der § 13. 
folgenden Stücke gegeben ist: 

a) eine Seite, b) eine Höhe, c) der Halbmesser des umbeschrie- 
benen Kreises, d) der Halbmesser des ein beschriebenen Kreises 
und zweitens entweder: 
a) zwei Winkel, oder ß) das Verhältnis zweier Seiten und ein 



»•l 


10 


r» 


6 


d- 


24 



4 


15 


6 


6 


10 


9 


10 


5 


10 



188 Zeichnen ähnlicher Figuren (Kap. 3). Vn. Vm. 

[§ la.] Winkel, oder y) die Verhältnisse der .drei Seiten, oder d) das 

Verhältnis einer Höhe und Seite und deren Gegenwinkel, oder 
s) die Verhältnisse der drei Höhen. 

9. Man soll ein Dreieck zeichnen, dessen drei Höhen gegeben sind. 

10. Man soll ein Trapez zeichnen, von dem eine Grundseite, die 
Winkel an ihr und das Verhältnis der zweiten Grundseite zu einer 
der nicht parallelen Seiten gegeben ist. 

11. Ein Dreieck ist zu zeichnen, von dem gegeben ist ein JEck, 
die Mitte der Gegenseite und der Höhenpunkt. (Man bestimme den 
Schwerpunkt und den Mittelpunkt des umbeschriebenen Kreises.) 

12. Ebenso, wenn gegeben ein Eck, der Höhenpunkt und a) der 
Mittelpunkt der Ecken, oder b) der Schwerpunkt. 

13. Ebenso, wenn gegeben ein Eck, der Schwerpunkt und der 
Mittelpunkt der Ecken. 

14. Man soll in ein Dreieck ein zweites zeichnen, das einem 
weiteren gegebenen Dreieck ähnlich und dessen eine Seite einer ge- 
gebenen Geraden parallel ist. 

16. In ein Dreieck ist ein Viereck zu zeichnen, so daß zwei 
Ecken desselben auf eine Seite, die beiden andern auf die anderen 
Seiten fallen, und das einem gegebenen Viereck ähnlich ist (etwa ein 
Rechteck mit gegebenem Seitenverhältnis). 

16. Es soll in einen a) Kreisausschnitt oder b) Kreisabschnitt 
ein Quadrat gezeichnet werden, dessen Ecken auf den Grenzlinien 
liegen. 

17. Man soll ebenso in einen Kreis (oder Halbkreis) ein Recht- 
eck von gegebenem Seitenverhältnis einzeichnen. 

18. Ein Berührungskreis ist zu zeichnen zu einem Kreis und 
zwei Geraden, für die ein Durchmesser des Kreises Mittellinie ist. 

19. Man soll ein Dreieck zeichnen, von dem gegeben ist eine 
Seite c, deren Gegenwinkel y und das Verhältnis p : q der diesen 
Winkel Halbierenden zu einem Abschnitt, den letztere auf der Seite e 
bildet. (Zu dem Eckpunkt des Abschnitts als A.-Punkt zeichnet man 

ein Dreieck aus dem Winkel ^ und dem Seitenverhältnis p i q, das 

zu dem fraglichen Teildreieck ähnlich liegt.) 



Aufgaben zum vierten Kapitel. 

VIII. Lehrsätze. 

§ 14. 1. Für den Zweistrahl S (S. 40, Fig. 44) mit den sich schneiden- 

den Geraden AB und A^B ergeben sich aus § 14, la folgende Glei- 
chungen: 
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AX SA 


XB 






:äiX • ~s'Ai 


X^B' 




Ä^A X,X 


A^B 


AA^ , XX, 


AB 


ÄS • xs 


BX^' 


A,S' X^S 


BX' 



[§ u 



A,S . X^S _A,^ ^ AB 
SA ' SX ~~ BX^ ' BX' 

Je mehr B hinausrückt, desto mehr nähern sich die rechtsstehen- 
den Verhältnisse ( z. B. ^*^ = -gV^ + ^^ = ^v^ — 1) ^^^ Zahl 1 

und die Formeln denen in § 3, 2 und i, (S. 12). 

2. Zieht man durch einen Punkt Eckstrahlen zu einem Dreieck 
und verwechselt die durch sie gebildeten Abschnitte je einer Seite, so 
gehen die diesen Abschnitten entsprechenden Eckstrahlen ebenfalls 
durch einen Punkt. 

3. Errichtet man auf den Katheten eines rechtwinkeligen Drei- 
ecks nach außen Quadrate und verbindet je einen Grenzpunkt der 
Hypotenuse mit dem Eck des Gegenquadrats, so schneiden einander 
beide Verbindungsgeraden auf der Höhe des Dreiecks. (Man benütze 
§3,2, §8,2 und § 14,2). 

4. Wenn von drei durch einen Punkt gehenden Eckstrahlen 
eines Dreiecks zwei je \ der Seite von einem Eck aus abschneiden, 
so wird der dritte Eckstrahl durch den gemeinsamen Schnittpunkt 
halbiert. 

6. Zieht man von einem Punkt des einem Dreieck umbeschrie- 
benen Kreises aus Senkrechte zu , den Seiten, so liegen deren Fuß- 
punkte in einer Geraden (Simsonsche Gerade). — And.: Man ziehe 
die Eckstrahlen des Punktes und benütze die entsprechenden ähnlichen 
Dreiecke, um die Seitenabschnitte in diesen Eckstrahlen und Senk- 
rechten auszudrücken. — Ein anderer Beweis ergibt sich aus den 
Winkeln der Sehnenvierecke, die der Punkt mit je einem Eck und 
den Fußpunkten auf den dieses Eck bildenden Seiten bestimmt. 

6. Fällt man vom Fußpunkt der Höhe auf der Seite eines Drei- 
ecks Senkrechte auf die beiden andern Seiten und Höhen, so liegen 
die vier Punkte auf einer Geraden. (Besonderer Fall der vorher- 
gehenden Aufgabe.) 

7. Die durch einen Punkt gehenden Eckstrahlen eines Dreiecks 
teilen dessen Seiten so, daß die Summe der Teilverhältnisse zweier 
von einem Eck ausgehenden Seitenstrecken gleich ist dem Teil- 
verhältnis des Strahles von demselben Eck. — Andeutung: Wende 
den Satz des Menelaos auf die beiden durch diesen Strahl gebildeten 
Teildreiecke an, bestimme daraus die Verhältnisse der andern Seiten 
und zähle zusammen. 

8. Von zwei Strahlen eines Punktes auf einer Eckenlinie eines 
Vierecks schneidet jeder ein Seitenpaar, das je einen Grenzpunkt der 
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[§ 14.] andern Eckenlinie bildet, in zwei Punkten so, daß das Produkt der 
in fortlaufender Reihe auf den Seiten entnommenen Teilverhältnisse 
= + 1 ist, — und umgekehrt: wenn dieses der Fall ist, so schneiden 
einander die beiden Strahlen in einem Punkt der Eckenlinie. 

9. Hierbei schneiden einander die Verbindungsgeraden der Schnitt- 
punkte je eines Seitenpaares, das einen Örenzpunkt der ersten Ecken- 
linie bildet, auf der zweiten Eckenlinie des Vierecks (vgl. § 21, i'). 

§ 15. 10. Wenn man in einer Punktreihe je eine Strecke von einem 

Punkt nach dem Fluchtpunkt der Reihe vervielfacht mit der Strecke 
vom Bild des Punktes nach dem Fluchtpunkt des Bildes der Reihe, 
so ergibt sich stets derselbe Wert, und zwar derselbe, wie aus den 
beiden Strahlstrecken der Fluchtpunkte. 

11. Wird eine Strecke AB durch P innen und Q außen har- 
monisch geteilt, so ist: 

^) AB ^ 2 \ÄP + äq) ' 

^) AB ^2 \Pß ~ Bq) ' 

12. Werden Punkte in gleichen Abständen auf einer Geraden 

Ä^B^ = B^Cj^ = C^D^ == D^JS^ auf einer zweiten Geraden in 

Ä, B, G, D abgebildet (Perspektive einer Fensterreihe, Säulenhalle, 
Pappelallee) und trifft der zu ersterer Geraden parallele Strahl die 
zweite Gerade im Punkt P (Fluchtpunkt), so ist: 

^/ P R P 4 "T" p/7 ? P/7 P 7? "■" 



b) 



PB PA ' PC ,PC PB ' PD 

11 1 1 1 1 



PB PA PC PB PB PC 

13. Jeder Winkel des Dreiecks der Seitenmitten eines gegebenen 
Dreiecks wird durch die zugehörige Seite und Schwerlinie der letzteren 
harmonisch geteilt. Auf den beiden andei-n Schwerlinien entstehen 
vier harmonische Punkte. 

14. In einem Trapez bilden die beiden Mittelpunkte der parallelen 
Seiten mit dem Schnittpunkt der Eckenlinien und dem der nicht 
parallelen Seiten vier harmonische Punkte. 

16. Zieht man in einem Dreieck drei Eckstrahlen durch einen 
Punkt, so wird jede Seite von einer solchen und der Verbindungs- 
geraden der Punkte, in denen die beiden andern Seiten geschnitten 
werden, harmonisch geteilt. 

§ 16. 16. Verbindet man in einem Dreieck die Schnittpunkte einer 

Geraden und der Seiten mit den Ecken, so erhält man auf jeder dieser 
Verbindungsgeraden vier harmonische Punkte. 

17. Verbindet man in einem Dreieck die Punkte, in denen die 
Eckstrahlen eines Punktes die Seiten schneiden, miteinander, so 
erhält man in jedem dieser Punkte vier harmonische Strahlen. 
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18. Bestimmt man auf den drei Seiten eines Dreiecks ABC die [§ ic] 
den Sctnittpunkten A^B^Cl einer Geraden harmonisch zugeprdneten 
Punkte ^jBjCg, so a) liegen auch die Punkte ^^5gC',, Ä^B^C^, 
ylj^Cj je anf einer Geraden; b) gehen die Eckstrahlen nach A^B^Ci, 
A^BiC^, A^B^Ct, A^B^C^ je durch einen Punkt, 

19. Zieht man zwischen den Schenkeln eines Winkels einen 
ParallelstrahlenbUschel und verbindet die Schnittpunkte der Schenkel 
und je zweier der Parallelen untereinander, so liegen die Schnittpunkte 
je zweier dieser Verbindungsgeraden auf einer Geraden, die die Parallel- 
strecken halbiert. 

20'. In vollständigen Vierseiten, 

welche zwei Gegenecken und den 

. Schnittpunkt von deren Neben- 

; mit einer zweiten Nebenseite 

. gemeinsam haben, fallen auch die 

: Schnittpunkte der ersten und dritten 

Nebenseite zusammen. 



30. In vollständigen Vierecken, 
welche zwei Gegenseiten und die 
Verbindungsgerade von deren 
Nebeneck nach einem zweiten 
Nebeneck gemeinsam haben, fallen 
auch die Verbindungsgeraden des 
ersten und dritten Nebenecki 



31. In einem vollständigen Vier- '. 31'. In einem vollständigen Vier- 
eck wird jede Seite durch ein i seit wird der Winkel benachbarter 
Nebeneck und den Schnittpunkt . Seiten durch eine Nebenseite und 
mit der Verbindungsgeraden der : den Strahl nach dem Schnittpunkt 
beiden andern Nebenecken bar- , der beiden andei'n Nebenseiten har- 
monisch geteilt. monisch geteilt. 



22. In einem vollständigen Vier- 
eck bilden die Schnittpunkte der 
Seiten mit den Verbindungsgeraden 
der Nebenecken die sechs Ecken 
eines vollständigen Vierseits. 



32'. In einem vollständigen Vier- 
seit bilden die Verbindungsgeraden 
der Ecken mit den Schnittpunkten 
der Nebenseiten die sechs Seiten 
eines vollständigen Vierecks. 
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[§ 16.] 23, In einem vollständigen Vierseit liegen die Mittelpunkte der 

Nebenseiten auf einer Geraden. (In dem Dreiseit dreiei* Seiten des 
Vierseits gehen die Verbindungsgeraden der Seitenraitten durch die 
Mittelpunkte der Nebenseiten. Wendet man auf ersteres Dreieck mit 
der vierten Seite des Vierseits als Schnittgerade den Satz von 
Menelaos an, so entspricht die Halbierung aller Strecken den Ab- 
schnitten, welche die fraglichen Mittelpunkte in dem Dreieck der 
Seitenmitten bilden.) 
§ 17. 24. Jede auf einem Durchmesser eines Kreises senkrechte Sehne 

wird von zwei Geraden, die einen beliebigen Punkt des TJmfangs mit 
. den Grenzpunkten des Durchmessers verbinden, harmonisch geteilt. 

25. Jeder Kreis durch zwei zugeordnete Pole eines Kreises 
schneidet diesen rechtwinkelig. 

26. Schneidet ein Kreis einen zweiten rechtwinkelig, so wird 
jeder Durchmesser des einen durch den Umfang des andern har- 
monisch geteilt. 

27. Durch zwei Paare zugeordneter Pole eines Kreises läßt sich 
ein Kreis legen. 

28. Die Mittellinie zweier einander ausschließenden Kreise wird 
durch die äußeren und inneren gemeinsamen Berührenden harmonisch 
geteilt. 

29. Von einem Kreis, dessen Mittelpunkt auf einem zweiten 
Kreis liegt, wird jeder Durchmesser durch die gemeinsame Sehne und 
den Umfang des zweiten Kreises harmonisch geteilt. (Durch die Ver- 
bindungsgerade eines Schnittpunkts beider Kreise mit dem Mittelpunkt 
des ersteren und mit dem äußeren Teilpunkt des Durchmessers ent- 
steht ein Zweistrahl mit gewendet Parallelen.) 

IX. Zeichnungen und Berechnungen. 

§ 15. 1. Auf einer Strecke AB =20 mm liegt ein Punkt Q so, daß 

nacheinander ÄQ = 6 , 10^ 18 mm; man soll die Lage des zu Q 
harmonisch zugeordneten Punktes B durch Rechnung und Zeichnung 
bestimmen; ebenso wenn ÄQ = — 15, oder wenn JBQ = 4 ist. 

2. Eine Strecke AB =30 mm soll harmonisch geteilt werden 
im Verhältnis 2 : 1 (oder 3 : 2 oder p : q). In welchem Verhältnis 
wird dann die Strecke der Teilpunkte durch die Grenzpunkte der ur- 
sprünglichen Strecke geteilt? 

3. Eine Strecke AB = a (60 mm) soll durch zwei Punkte har- 
monisch geteilt werden, so daß die Strecke dieser Punkte durch die Grenz- 
punkte der ersteren Strecke im Verhältnis 5 : 4 (10 :3, p: q) geteilt wird. 

4. Eine Strecke AB ist durch Q, R harmonisch geteilt im Ver- 
hältnis v = ^ (0,25, - 2); es ist AQ = 15 mm. Wie groß ist QR? 

•6. Wenn auf einer Geraden von einem Punkt aus nach der- 
selben Richtung hin zwei Punkte um 21 und 28 mm entfernt sind, 
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in wie vielfacher Weise läßt sich zu den drei Punkten der vierte ro i^i 
harmonische Punkt finden? und wo liegt er in jedem der Fälle? 

6. Wenn zu jeder möglichen Zusammenstellung der in der vor- 
hergehenden Aufgabe erhaltenen Punkte selbst wieder jedesmal der 
vierte harmonische Punkt gesucht wird, wo liegen diese Punkte? — 
Verallgemeinerung des Ergebnisses. 

7. In welchem Verhältnis ist AB durch Q und R harmonisch 
zu teilen, damit Q in die Mitte von AR fällt? 

8. Es gibt zwischen zwei Lichtquellen einen Punkt, der von 
beiden gleich stark beleuchtet ist und einen ebensolchen Punkt in 
der Verlängerung der Verbindungsgeraden der Lichtquellen. Es soll 
.aus dem Gesetz, daß die Stärke des Lichtes in umgekehrtem Ver- 
hältnis mit dem Quadrat der Entfernung steht, bewiesen werden, daß 
beide Punkte die Strecke zwischen den Lichtquellen harmonisch teilen. ,■ 

9. Nach VIII, 20 und 20' (S. 191) sind folgende Aufgaben mit dem § 16. ' 
Lineal allein zu lösen: 

a) Durch einen gegebenen Punkt ; b) Von einer gegebenen Geraden 
jB soll eine Gerade nach dem r soll der Schnittpunkt mit der 
Schnittpunkt zweier gegebenen 6e- 1 Verbindungsgeraden zweier ge- 
gebenen Punkte AC bestimmt wer- 
den, ohne diese Verbindungsgerade 
selbst zu benützen. — Man wählt 
auf r (Fig. 185) die beliebigen 
Punkte E und F, bestimmt durch 
diese die Gerade s, wählt auf dieser 
zwei weitere Punkte B^, D^ u. s. f. 



raden ac gezogen werden, ohne die- 
fien Schnittpunkt selbst zu benützen. 
— Man wählt durch R (Fig. 184) 
die beliebigen Strahlen e und f, 
bestimmt durch diese den Punkt 5, 
zieht durch diese zwei weitere 
Strahlen J^, d^ u. s. f. 



10. Es sind vier harmonische Punkte zu zeichnen, wenn einer 
A gegeben und dazu drei Gerade 6, g, r, auf denen die drei andern 
Punkte liegen sollen. — Andeutung: Die Verbindungsgerade von hr 
mit A sei a; bestimme zu den Strahlen ahr den zu r harmonisch zu- 
geordneten Strahl g^; sein Schnittpunkt mit q gibt Q. 

11. Man soll vier harmonische Strahlen zeichnen, wenn einer a 
gegeben und dazu drei Punkte JS, Q, R, durch die die drei andern 
Strahlen gehen sollen. — Andeutung: Verfahre entsprechend der 
vorhergehenden Lösung. 

12. Auf einer Geraden ist AM = MC gegeben. Durch einen 
Punkt P soll die Parallele zu AC gezeichnet werden mit Anwendung 
des Lineals allein. 

13. Zwei parallele Gerade sind gegeben. Es soll bloß mit dem 
Lineal eine Strecke auf einer dieser Geraden a) halbiert werden; 
b) wiederholt angetragen werden; c) in n gleiche Teile geteilt werden. 

14. Bloß mit dem Lineal soll ein Winkel verdoppelt werden, 
auf dessen einem Schenkel ein senkrechter Scheitelstrahl gegeben ist. 

Henrici u. Treutlein, Lehrb. d. Elem.-Geometrie. II. 3. Aufl. 13 
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[§16.] 15. Mit dem Lineal allein soll zu einem halbierten Winkel die 

Halbierende des Nebenwinkels gezeichnet werden. 

16. Eine Strecke AB wird von einem Scheitel S aus auf einer 
parallelen Geraden A^B^ abgebildet. Der Schnittpunkt von A^B mit 
AB^ sei auf AB in C abgebildet, der Schnittpunkt von A^B mit 
CB^ in D, der von A^B mit BB^ in E u. s. f. Der wievielte Teil 
von AB ist dann die Strecke von B nach C, D, E u. s. f ? 

17. Man soll einen Punkt bestimmen, dessen Abstände von zwei 
gegebenen Geraden im gegebenen Verhältnis p : q und zugleich von 
zwei gegebenen Punkten im Verhältnis r : s stehen. 

§17. 18. Ein Dreieck ist zu zeichnen, von dem die durch eine Winkel- 

halbierende auf der Gegenseite gebildeten Abschnitte gegeben sind und 
dazu noch: 

a) ein an dieser Seite anliegender Winkel: 

b) die Winkelhalbierende selbst; 

c) die Summe der beiden andern Seiten; 

d) ihr Unterschied. 

Andeutung: Man zeichne über dem Abstand des Teilpunktes und 
des ihm harmonisch zugeordneten Punktes einen Halbkreis. Denkt 
man sich c) und d) gelöst und die gegebene Strecke eingetragen, so 
zeigt sich, daß von dem Bestimmungsdreieck die drei Seiten gegeben, 
sind, da das fragliche Eck desselben mit einem gegebenen Eck eine 
der Winkelhalbierenden als Mittellinie hat. 

19. Mit einem Kreis sei eine der folgenden Figuren gegeben. Man 
soll die zugehörige Polarfigur zeichnen, wenn gegeben: 

a) das eingeschriebene regelmäßige Dreieck, Viereck u. s. w.; 

b) ein gleichseitiges Dreieck über einem Durchmesser; 

c) ein gleichseitiges Dreieck über einem Halbmesser; 

d) ein Dreieck, dessen eine Seite eine Sehne ist, während die andern 
Seiten Berührende sind; 

e) ein Parallelogramm; 

f) ein vollständiges Viereck. 



Aufgaben zum fünften Kapitel. 
X. Zeichnniigen, Berechnungen und Lehrsätze. 

§18. 1, ^, JR seien zwei Teilpunkte einer Strecke AB, Man soll in mm 

aufzeichnen und das Doppel Verhältnis (ABQR) berechnen, wenn in einerlei 
Richtung gemessen: 

a)^jB=20nmi, ÄQ == 6, AB = IG 
h) ÄQ = 12, QB=^ 8, BB= 4 

c) 72^= 6, AQ= 7, AB ==20 

i) QA= 6, QB = 24:, AB = 21 
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2. Auf einer Geraden seien vier Punkte AB CD gegeben, so daß [§18.] 

a)^J5= 6, BC== 4, GB^— 5inm, 
/3)^J5 = — 12, 5(7=30, 02) = — lOnmi. 

Es sollen die Doppelverhältnisse berechnet werden, nach denen 
die Strecken zwischen irgend zweien dieser Punkte durch die beiden 
andern geteilt werden. 

3. Wenn das Doppelverhältnis einer durch zwei Punkte geteilten 
Strecke A ist, so ergibt sich für je drei weitere Strecken dieser Punkte 
das gleiche Verhältnis; femer soll für je vier andere nachgewiesen werden, 
daß das Doppelverhältnis ist: 



A ' ' 1— A' A ' A — 1 • 

4. Die Lage von drei Punkten ABC sei gegeben und der Wert des 
Doppelverhältnisses A, das durch C und einen weiteren Punkt 2) auf der 
Strecke AB gebildet wird, und zwar sei: 

a) AG= 6, ^5 = 24mm und A= |; 

ß)AC= 6, AB ^16, A = — i; 

y) AC=-3, ^J5= 6, A= ^; 

ö)AC=-3, AB ^15, ^ = -^^- 

man soll jedesmal die Lage der gegebenen Punkte in mm aufzeichnen; 
dann soll die Lage des Punktes D abgeschätzt, femer durch Zeichnung 
bestimmt, hierauf berechnet werden. 

6, Die Strecke AB = ^0 mm sei durch zwei Punkte Q und B ge- 
teilt. Man soll die Lage dieser Teilpunkte finden, wenn bekannt ist: 

a) QB= lAmm, A =^ (ABQB) = S-, 

ß) 02^ = 46 mm, A= ^i^ 

y) QB = 24: mm, A = — ^; 

Ö)QB = S4. mm, A = — 16; 

s)AB = a, QB = h, (ABQB) = A. 

Welche Beziehung muß im Falle e) zwischen a, &, A stattfinden, 
damit überhaupt reelle Punkte Q und B sich finden lassen? 

6. Wenn eine Punktreihe ihr Bild nicht bestrahlt, so können nicht 
drei Verbindungsgeraden entsprechender Punkte einander in einem Punkt 
schneiden oder parallel sein. 

7. Wenn ein Strahlenbüschel und sein Bild nicht an einer Achse § 19. 
liegen, so können nicht drei Paare entsprechender Strahlen einander auf 
einer Geraden schneiden oder ihr parallel sein. 

8. Man soll zu Punkten einer Reihe die Bilder auf einer zweiten § 20. 
nicht bestrahlten Reihe bestimmen, wenn zwei Punktpaare AA^ und BB^^ 

und zu dem Schnittpunkt C^ beider Punktreihen das Bild C gegeben ist. 
— Andeutung: Von den fünf gegebenen Seiten des Brianchonschen Sechs- 

13* 
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[§ 20.] geitg fallen zwei in eine Gerade {A B und CCj). Nimmt man A als 
Scheitel des Büschels a^h^c^^ und den Schnitt von AA^ und BB^^ als 
Scheitel des Büschels ahc^ so ist B^C Achse derselben. 

9. Wie heißt die der Avifgabe 8 entsprechende Aufgabe und deren 
Losung für Strahlenbüschel? 

10. Man soll zu drei Punkten oder Strahlen und ihren nicht be- 
strahlten Bildern die Bilder des Schnittpunkts der Trager oder die Ver- 
bindungsgeraden der Scheitel finden. — Andeutung: Nach § 20, 2 oder 
durch die ümkehrung der in vorhergehender Aufgabe gegebenen Folge 
der Zeichnungen. 

11. Es soll zu einer Punktreihe ihr nicht bestrahltes Bild gezeichnet 
werden, wenn ein Punktpaar AA^ und die Bilder B und C^ des gemein- 
samen Punktes (B^C) beider Träger gegeben sind. — Andeutung: BC^ 
ist Achse zweier Büschel von A und -4j . 



Aufgaben zum sechsten Kapitel. 

XI. Lehrsätze nnd Zeichnnugen. 

§2lu.22. 1. Die durch einen Punkt gehenden Eckstrahlen eines Dreiecks 

schneiden die Seiten des letzteren in drei Ecken eines Dreiecks, dessen 
Seiten die des ersteren in drei Punkten einer Geraden schneiden. 

2. Die Schnittpunkte einer Geraden mit den Seiten eines Dreiseits 
bestimmen durch ihre Verbindungsgeraden mit den Ecken des letzteren 
drei Seiten eines Dreiecks, dessen Ecken mit denen des ersteren auf 
drei Strahlen eines Punktes liegen. 

3. Der Abstand des Strahlpunktes von der einen Fluchtgeraden 
ist gleich dem Abstand der andern Fluchtgeraden von der Achse. 

4. Die Abstände eines Punktes von dem Strahlpunkt und von 
der Fluchtgeraden in seiner Figur verhalten sich wie die Abstände 
des Strahlpunktes von dem Bild des Punktes und der Fluchtgeraden 
im Bild. (Vgl. § 25, 9). 

6. Der Strahlpunkt S und die Achse a ist gegeben und 
a) ein Punkt P mit seinem Bild P^ | b) eine Gerade g und ihr Bild g^ 
Es wird gesucht: 

a) zu einem Punkt Q das Bild Q^-^ 
ß) zu einer Geraden h das Bild \] 
y) die Fluchtgerade f zur Figur mit P oder ^; 
d) die Fluchtgerade f^ zur Figur mit P^ oder g^ . 

6. Der Strahlpunkt S, ein Punkt P und sein Bild P^ und die 
Fluchtgerade f sind gegeben; es ist die Achse zu zeichnen. 

7. Der Strahlpunkt S, die Achse a und die ihr parallele Flucht- 
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gerade f sind gegeben. Das Bild wird gesucht: a) zu einem Punkt P, [§ 22.] 
b) zu einer Geraden g, c) zu einem Punkt Q^^ d) zu einer Geraden h^ . 

8. Ein Parallelogramm a^\c^d-^ (^^g- 83) ist gegeben, femer eine 
Gerade (s), welche die Seiten des Parallelogramms schaeidet. Durch 
einen gegebenen Punkt {A) soll eine Parallele zu dieser Geraden ge- 
zogen werden mit Hilfe des Lineals allein. Andeutung: Betrachte die 
Gerade als Bildachse, den Punkt als Fluchtpunkt zweier ParaUelen; 
nimm das Bild einer Eckenlinie beliebig an u. s. w. 

9. Die Punkte und Berührenden eines Kreises liegen paarweise § 28. 
bestrahlt als Vorlage und Bild 

a) zu einem beliebigen Punkt als i a') zu einer beliebigen Geraden 
Strahlpunkt und dessen Polare als als Achse und deren Pol als Strahl- 
Achse. I punkt. 

Liegt der Strahlpunkt im Mittelpunkt, so sind die entsprechenden 
Teile gegengesetzt; rückt er auf einem Durchmesser in unendliche 
Entfernung, so liegen die entsprechenden Bogen beiderseits gleich zu 
dem Durchmesser als Mittellinie, der auf ersterem Durchmesser senk- 
recht steht. 

10. Bei dieser Abbildung eines Kreises in sich selbst halbiert 
die Fluchtgerade den Abstand zwischen Strahlpunkt und Achse. 

11. Die Potenz irgend eines Punktes dieser Fluchtgeraden in 
bezug auf den Kreis ist entgegengesetzt dem Quadrat seines Abstands 
vom Strahlpunkt. 

12. Die Polaren des inneren und äußeren Ahnlichkeitspunktes 
von zwei Kreisen haben in dem einen Kreis den gleichen Abstand, 
wie in dem andern. 

13. Der Mittelpunkt eines Kreises, der zwei Kreise rechtwinkelig 
schneidet, liegt auf der Bildachse (Potenzgeraden) der letzteren. ' 

14. Werden zwei Kreise von zwei andern berührt, so liegt der 
Ahnlichkeitspunkt des einen Paares auf der Bildachse (Potenzgeraden) 
des andern Paares und zwar der äußere bei gleichartiger, der innere 
bei ungleichartiger Berührung. 

16. Werden drei Kreise von zwei andern gleichartig berührt, so 
ist die Bildachse (Potenzgerade) der letzteren äußere Ähnlichkeits- 
achse der ersteren. 

16. Aus den Sätzen von Pascal und Brianchon sollen folgende ab- 
geleitet werden: 



a) Die Seiten eines Sehnendreiecks 
geben mit den jeweils gegenüber- 
liegenden Seiten des zugehörigen be- 
rührenden Dreiseits drei Schnittpunkte 
auf einer Geraden. 

b) Verbindet man die Berührungs- 



a') Die Ecken eines berührenden 
Dreiseits geben mit den jeweils gegen- 
überliegenden Ecken des zugehörigen 
Sehnendreiecks drei Verbindungsge- 
rade durch einen Punkt. 

b') Schneidet man zwei Berührende 



punkte zweier Geraden je mit zwei ; durch irgend zwei weitere Beruh- 
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XI. 



[% 28.] Punkten des ümfangs, so schneiden 
einander diese Verbindungsgeraden in 
zwei weiteren Punkten eines Strahles 
des Schnittpunktes der Berührenden. 

c) Je zwei Nebenecken eines Sehnen- 
vierecks liegen auf einer Nebenseite 
des zugehörigen berührenden Vier- 
seits (vier Punkte auf einer Ge- 
raden). 

d) Verbindet man die Berührungs- 
punkte zweier Geraden je mit einem 
weiteren Punkt des ümfangs, so 
schneiden diese Verbindungsgeraden 



rende, so gehen die beiden Verbin- 
dungsgeraden dieser Schnittpunkte 
durch einen Punkt der Beröhrungs- 
sehne der beiden ersteren Berührenden. 

c') Je zwei Nebenseiten eines be- 
rührenden Vierseits schneiden einan- 
der in einem Nebeneck des zugehörigen 
Sehnenvierecks (vier Gerade durch 
einen Punkt). 

d') Schneidet man ein Paar von 
Berührenden je mit einer weiteren 
Berührenden, so geben die Geraden, 
welche die Berührungspunkte des 



die Berührenden in zwei Punkten 1 ersteren Paares mit diesen Schnitt- 
einer Geraden, die durch den Schnitt- punkten verbinden, durch einen Punkt 
punkt der Berührungssehne und der der Geraden, welche die Scheitel bei- 
Verbindungsgeraden beider Punkte j der Paare von Berührenden verbindet 
geht (sechs Gerade durch diesen , (sechs Punkte auf dieser Geraden)« 
Schnittpunkt). i 

§ 24. 17, Auf einem quadratischen Blatt von 150 mm Seite sind die Mittel- 

punkte Äj, JTg, Äg dreier Kreise von der einen Seite des Blattes um 
31, 50, 98 mm, von der anstoßenden um 47, 79, 62 mm entfernt an- 
zunehmen, ihre Halbmesser zu 18,5, 10,5, 29 mm. Die acht berühren- 
den Kreise sollen gezeichnet werden. 

18. Ein berührender Kreis ist in eine Fläche zu zeichnen, die 
begrenzt ist 

a) von drei Kreiöbögen; 

b) von zwei Kreisbögen und einer Geraden (Spitzbogen; vgl. 
Aufgabe IV, 15); 

c) von einem Kreisbogen und zwei Geraden. 



§ 25. Aufgaben über Kegelschnitte folgen im dritten Teil. 



XII. Dreiecksinhalt (Kap. 7). 199 



Aufgaben zur zweiten Abteilung. 

Aufgaben zum siebenten Kapitel. 

Xn. Lehrsätze. 

1. Dreiecke mit gemeinsamer Grundseite verhalten sich wie die § 26. 
Strecken, die auf der Verbindungsgeraden ihrer Spitzen durch die 
Grundseite gebildet werden. 

2. Der eine der Sätze in § 26, 3a sei bewiesen; man soll daraus 
den andern folgern. — Andeutung: Verwandle beide Dreiecke mit 
derselben Grundseite in rechtwinkelige und lege sie mit der Grund- 
seite aufeinander. 

3. Beweise den Satz von Ceva (§ 14, 4) durch Vergleichung von 
Dreiecksinhalten. — Andeutung: Wende XII, l auf je zwei Dreiecke 
an, die durch je zwei Ecken des gegebenen Dreiecks und den Schnitt- 
punkt der Schnittgeraden bestimmt sind. 

4. Was folgt aus § 26, 4 für die Lage der Gegenseiten des 
gemeinsamen Winkels zweier Dreiecke, die gleichen Inhalt haben? 

6. Beweise, daß der Satz in § 26, 4 auch für Dreiecke gilt, in 
denen zwei Winkel einander zu 2jB ergänzen. 

6. Die Formel für den Inhalt eines Trapezes (§ 26, 6e) soll ge- 
funden werden unter Benützung a) der Mittellinie, b) einer Ecken- 
linie, c) einer Hilfslinie, die von einem Eck aus parallel zu einer der 
nicht parallelen Seiten gezogen wird. 

7. Der Inhalt eines Vierecks, dessen Eckenlinien zueinander 
senkrecht sind, ergibt sich, wennv man die eine Eckenlinie mit der 
Hälfte der andern vervielfacht. — Andeutung: Berechne die Teil- 
dreiecke oder benütze das umbeschriebene Parallelogramm, dessen 
Seiten den Eckenlinien parallel sind. 

Zusatz. Wie ändert sich der Satz, wenn die Eckenlinien einen 
Winkel = ^i? oder ^B oder ^R bilden? 

8. Von den beiden in ein gleichschenkeliges rechtwinkeliges § 27. 
Dreieck beschriebenen Quadraten ist das an der Hypotenuse anstehende 

-J- und das im rechten Winkel ^ des Quadrates der Hypotenuse. 

9. Die Seite des in ein gleichseitiges Dreieck beschriebenen 
Quadrates ist gleich dem Überschuß der vierfachen Höhe des Dreiecks 
über den Umfang. 

10. a) Die Pußpunkte der Senkrechten von einem Punkt auf 
die Seiten eines Dreiecks teilen diese so, daß die Summe der Quadrate 
von drei nicht aneinander angrenzenden Abschnitten gleich ist der 
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[§ 27.] Summe der Quadrate der übrigen, b) Umgekehrt: Die Senkrechten, 
die die Seiten in solche Abschnitte teilen, gehen durch einen Punkt 

11. Welchen Wert nimmt a^ im allgemeinen pythagoreischen 
Satz an, wenn a) <^ &c == fjR? ß) ^bc = -^R? y) wenn a = c ist? 

12. In einem Dreieck sei <^ a& = 2 • <^ ac; dann ist: c^ — 6^ = ah. 
Andeutung: Setze in § 27, 4b für u\ den Wert von p; oder verlängere 
BC um fc, so wird AC gewendet parallel AB. 

13. In einem Parallelogramm mit den Seiten a und fc und den 
Eckenlinien e und f ist 2(cfi + If) = e^ + p (Anwendung von § 27, 4 a). 

14. Im Viereck mit den Seiten ahcd und den Eckenlinien e und fy 
deren Mitten den Abstand s haben, ist a^ + &* + ^^ + ^^ = ß* + /^^ + 4s* 
(Satz von Euler). — Wende die Formel § 27, 4a auf die beiden an. 
einer Eckenlinie anliegenden Dreiecke an und dann auch auf das Drei« 
eck, dessen Seiten die so berechneten Schwerlinien und die andre 
Eckenlinie sind. 

16. Schneiden einander zwei Sehnen rechtwinkelig, so ist die 
Summe der Quadrate ihrer Abschnitte gleich dem Quadrat des Durch- 
messers. 

16. Der Flächeninhalt eines Kreisvierecks wird erhalten, wenn 
man die Summe der beiden Produkte aus je zwei einerseits einer 
Eckenlinie liegenden Seiten vervielfacht mit dieser Eckenlinie und 
das Ergebnis durch den doppelten Kreisdurchmesser teilt. 

17. Der Flächeninhalt eines Vierecks, in und um welches ein 
Kreis beschrieben werden kann, ist gleich der Quadratwurzel aus dem 
Produkt seiner Seiten (Anwendung von § 27, 8 und I. Teil § 39, 2'). 

18. Es soll bewiesen werden, daß in jedem Dreieck: 

und entsprechend für q^, q^, q^\ ferner daß: 

^) 7 = ^ + -.; + ^' 

^ K 9 Qi Qi 9s 

2 2 

und entsprechend für ^ und ^; 



e) J' = Vq' Qi'Q2' Qd- 

XIIL Zeichniingeii und Berechniingeii. 

§26. 1. Ein Dreieck soll durch Strahlen eines Eckes in drei Teile 

geteilt werden, die sich wie 2:3:4 verhalten. 
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2. Ein Dreieck soll gezeichnet werden, das einem gegebenen ahn- [§ 26.] 
lieh und wmal (zwei, dreimal) so groß ist als dieses. 

3. Ein Dreieck ABC soll in ein inhaltsgleiches verwandelt 
werden, das einem gegebenem d ähnlich ist. — Andeutung: Ziehe 
über AB ein A « co d und . verwandle ABC so, daß es mit s die 
Winkel an AB gemeinsam hat. 

4. Man soU ein Dreieck unter Beibehaltung eines Winkels so 
verwandeln, daß a) die ihn einschließenden Seiten nun gleich werden; 
b) die Gegenseite des Winkels einer gegebenen Geraden l parallel 
wird. — Andeutung zu b): Ziehe durch ein Eck die Parallele zu l 

6. Ein Dreieck habe die Seiten a = 25 , & = 29 , c = 36 , und 
parallel zu c sei im Dreieck eine Strecke c = 12 (oder 8 oder 26) 
gezogen. Der wievielte Teil des Dreiecks wird durch c abgeschnitten? 

6. Ein dem Dreieck abc in voriger Nummer ähnliches Dreieck 
habe den Inhalt == 90 (oder 160 oder 705, 6). Wie groß sind dessen 
Seiten, wenn der Inhalt von abc == 360 ist? 

7. Zwei Dreiecke d und ö haben einen Winkel gleich, und die 
zwei denselben einschließenden Seiten seien bei d gleich 21 und 20, 
bei d aber in Summe = 71 (Unterschied — 31); der Inhalt von d sei 
= 126, der von ö = 306. Wie groß sind in d die den betreffenden 
Winkel einschließenden Seiten? (Quadratische Gleichung.) 

8. Das Dreieck d in voriger Ifummer soll durch eine Parallele 
zur dritten nicht angegebenen Seite in zwei (oder drei) gleiche Teile 
geteilt werden; wie groß werden die Seitenabschnitte? 



9. Welchen Inhalt hat ein Rechteck, dessen Seiten sind a) 19 
und 21? b) 8f und 6|? c) 17,2 und 9,5? 

10. Seite und Eckenlinie eines Rechteckes seien a) 9 und 41; 
b) 6,6 und 13; c) 2^ und 3|. Wie groß ist sein Inhalt? 

11. Der Umfang eines Rechteckes sei = 52, seine Grundseite 
sei dreimal so groß als seine Höhe. Welchen Inhalt hat es? 

12. Wie groß ist der Inhalt eines rechtwinkeligen Dreiecks, 
dessen a) Katheten sind = 34,5 und 8,2; b) Hypotenuse = 8,9 und 
Kathete =8? 

13. Von zwei inhaltsgleichen Rechtecken ist das eine 117 m 
lang und 35 m breit, das andere 65 m lang; wie b*eit ist dieses? 

14. Welchen Inhalt hat eine Raute, deren Eckenlinien = 90 und 
56 sind? 

16. Die ParaUelseiten eines Trapezes seien =24 und 11, ihr 
Abstand = 8,8 (oder 39f, 16,45 und 32|); welchen Inhalt hat es? 
16. Wie groß ist die eine Parallelseite eines Trapezes, wenn die 
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26.] andere ==17 cm, wenn der Abstand beider = 15 cm und der Inhalt 
= 210 qcm ist? 

17« Höhe und Parallelseiten eines Trapezes yerhalten sich wie 

2:3:5, der Inhalt ist = 512; wie groß sind die Parallelseiten selbst? 

§ 27. 18« Man soll den Inhalt eines Dreiecks finden, dessen Seiten sind: 

cc) 10, 17, 21; ß) 2o, 29, 36; y) 56, 25, 39; *) 33, 25, 52. 

19. Von einem viereckigen Feld ABCD ist die Seite J.JB== 13 m, 
BC = 40 m, CD =- 15 m, DA = 44 m und die Eckenlinie AC - 37 m. 
Wie viel Ar umfaßt das Feld? 

20. Der Inhalt eines gleichseitigen Dreiecks sei =100 qm; wie 
groß ist dessen Seite? 

21. Wenn die römischen Feldmesser den Inhalt des gleichseitigen 
Dreiecks = ^a^ rechneten (wobei a die Seite), welchen Fehler machten 
sie hierbei? oder welchen Fehler begeht man, wenn man (nach Heron) 
jenen Inhalt = \a^ + -:^a^ setzt? 

22. Der Inhalt eines Dreiecks soll durch die drei Höhen aus- 
gedrückt werden. — Andeutung: Setze in die heronische Formel 

2/ 
a = -T- usw. 
\ 

23. Man soll den Inhalt eines Trapezes durch seine vier Seiten 
ausdrücken. — Andeutung: Ziehe durch ein Eck die Parallele zu 
einer der nicht parallelen Seiten und berechne die Höhe des hier- 
durch abgeschnittenen Dreiecks. 

24. Die vier Seiten a, fc, c, d eines Kreisvierecks seien bekannt 
(z. B. a = 104, 6-56, c == 49, d = 39). Man soll 

a) eine Eckenlinie berechnen, 

b) den Halbmesser des umbeschriebenen Kreises berechnen. 

26. Welchen Inhalt hat ein Sehnenviereck, dessen Seiten sind: 
a) 3, 7, 9, 11; ß) 68, 55, 43, 14; y) 80, 91, 195, 300. 

XIY. Zeichnung nach Rechnungsausdriicken. 

§ 28. Wenn a, h, c, . . , beliebige Strecken, p und q aber beliebige 

Zahlen bedeuten, so sollen die Werte der folgenden Ausdrücke als 
Strecken dargestellt werden: 

^•a;a-6' »;__a + & + c' ^) f ^ V f ^ 



2. a) 8 ,-£ — / z. B. als = —^ oder = t — oder = a 



a^ -\-b • c \ ' ' a* , 7 , b'C , bc 



I? 



c a a 



o) • 1^-5 • c z. J). als = — 5- • c = ' — ^ m ' — ) ; 

^ a^ -\- b^ \ 17* V V V / ■ 



XIV. 



Zeichnen algebiaischer Ausdrücke (Eap. 7). 
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z.B. = 



a« + 



a + - 






[§ 28.] 



a 



J. a) ts-tTä^ z. ü. = 



b) 



a« + &2 — c* 






5 CJ-a' + ft«"' 



(vgl. die Ableitung in § 27, 3); d) «-!-+ «-^-l+^J+l' 



:.a)l/^ 



+ &*. 



-J 



b) ]/^ • a« (z. B. für p = 5 und g = 4); 



c) ]/i a» - 6«; d) Va& ± crf = ]/a (ft ± -^\ ; e) )/»« + hc. 

(Warum ist der letzte Ausdruck die Eckenlinie eines gleich- 
schenkeligen Trapezes, dessen Schenkel a und dessen Parallelseiten 
6 und c sind?); 



f)ya^ + 6« + ab (vgl. Aufg. XII, u^); 

g)l/a« + &*-«& (vglAufg XII,i2); h)ya»-|-&«T2ac(Tgl.§27,2); 
5.a)a • ys (Beachte, daß 5 = 5 • 1 = 2» + 1 = 3» - 2«); 



b)VV + aY2; c) a |/l + ^2 + yS ; d) a • Vi -|-^^2-^-l/3; 

g) T±yl + Y5 



e)|V3 



-i f)Y(y5-l) 

h) YäFT~a^h^ (z B. = Va ■ Ycf+W) ■ 






a • h 



Ya 



» + 



1) 



a 1/5« — c* 



6. Ebenso, wenn x, y, z in den folgenden Gleichungen die Un- 
bekannten bedeuten: 



a) 



h • € 
X — y = 



b) 



x + y 



2 

h • c 



c) 



a;=. («-t^-6 



y = 



2y 

(« — 6) • c 

a — h 



d) 



X • y = a ' b 



y 



~3" 



e) V y ' z = b - X 
y^+z^=x^ 
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Gleichungen mit einer Unbekannten. 
§ 29. 7. Man soll parallel mit den Seiten eines Rechteckes und in gleichen 

Abständen von ihnen Gerade ziehen, sodaß das entstehende Rechteck 
einen gegebenen Umfang hat(z. B.: s^ =« 28,^2 = 16, w = 48 (112) mm). 

8. Von einem Punkt auf dem Schenkel eines Winkels aus soll 
nach dem andern Schenkeleine Gerade so gezogen werden, daß das 
abgeschnittene Dreieck inhaltsgleich einem gegebenen Quadrat wird. 

9. Wie muß eine Gerade parallel zu einer Rechteckseite gezogen 
werden, a) damit der Umfang des abgeschnittenen Rechtecks halb so 
groß als der des gegebenen wird? b) damit das abgeschnittene Recht- 
eck dem gegebenen ähnlich wird? c) damit die Eckenlinie des Recht- 
ecks im Verhältnis seiner Seiten geteilt wird? 

10. Ein Rechteck soll in ein rechtwinkeliges Dreieck mit ge- 
gebener Hypotenuse verwandelt werden. 

11. Man soll eine Strecke a so um x verlängern, daß das Recht- 
eck aus a und (a + x) gleich einem gegebenen Quadrat wird. 

12. Auf einer Strecke liegt eine zweite. Wo muß der Punkt 
liegen, welcher beide Strecken in demselben Verhältnis teilt? 

Gleichungen mit zwei Unbekannten. 

13. In einem Dreieck soll ein Eckstrahl so gezogen werden, daß 
beide Teildreiecke denselben Umfang haben. 

14. In einem stumpfwinkeligen gleichschenkeligen Dreieck soll 
eine Parallele zur Grundseite so gezogen werden, daß sie das geo- 
metrische Mittel zwischen dem Schenkel und seinem . oberen Ab- 
schnitt wird. 

16. Ein Rechteck zu zeichnen, das mit dem einen von zwei ge- 
gebenen Rechtecken gleichen Umfang, mit dem andern gleichen Inhalt hat. 

16. In einem gleichseitigen Dreieck soll zur einen Seite eine 
Senkrechte so gezogen werden, daß ihr Quadrat gleich dem Rechteck 
der Abschnitte ist, in welche a) die zweite Seite, b) die verlängerte 
dritte Seite durch die Senkrechte geteilt wird. 

17. In einem Dreieck ABC soll parallel zu BC = a eine Ge- 
rade QR &o gezogen werden, daß: 

aj AQ = RC', b) QE^RC-, c) QR^ = ÄQ'AB', 

d) QB + RC^p-, e) AQ + AR =^ i (AB + BC + CA)-, 

f) QB±RC = p (besonders auch = QR)] g) AQ±RC== QR] 
h) RC-AQ==QR', i) AQ- QB=±QR', k) AQ ± RC =^ p-, 
1) QR ± BC = AQ ± AR] m) der Umfang des abgeschnittenen 
Trapezes eine gegebene Größe 2 p habe. 

18. Man soll ein gleichsch enkeliges Trapez zeichnen aus den 
beiden Parallelseiten und aus der Summe von Eckenlinie und Schenkel. 
Andeutung: Benütze den ptolemäischen Satz. 
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Rein quadratische Gleichungen. 

19. Ein Dreieck soll in ein gleichschenkeliges rechtwinkeliges [§ 29.] 
Dreieck verwandelt werden. 

20. Welche Beziehung muß zwischen den Seiten eines recht- 
eckigen Stückes Papier stattfinden, damit dasselbe beim Halbieren 
und Wiederhalbieren stets ein dem ganzen ähnliches Rechteck gibt? 
Wie zeichnet man eine Seite, wenn die andere gegeben ist? 

21. In einem Trapez soll zu den Parallelseiten eine Parallele 
so gezogen werden, daß sie das geometrische Mittel zwischen jenen 
Seiten ist. 

22. Man soll ein gleichseitiges Dreieck als geometrisches Mittel 
zwischen zwei gegebenen gleichseitigen Dreiecken finden. 

23. Durch einen Punkt im Inneren eines Kreises soll eine Sehne 
so gezogen werden, daß sie durch jenen Punkt im Verhältnis 1:2 
geteilt wird. 

24. Es ist ein gleichseitiges Dreieck zu zeichnen, dessen Inhalt 
= /^ gegeben ist (z. B.: /^ =« 249,41 qmm). 

25. Man soll in einen Halbkreis ein Quadrat so einbeschreiben, 
daß zwei Ecken auf dessen Durchmesser, zwei auf dem Bogen liegen. 
(Vgl. Aufgabe VII, le.) 

26. Von einem außerhalb eines Kreises gegebenen Punkt aus 
soll eine Schnittgerade so gezogen werden, daß deren äußerer Ab- 
schnitt zum inneren sich verhalte a) wie 1:1; b) wie zwei gegebene 
Strecken a und fc. 

27. Man soll die Fläche eines Trapezes, dessen Höhe = h ist, 
durch eine Parallele zu den Parallelseiten a und b halbieren. — An- 
deutung: Man drücke die Verhältnisse der Höhen der beiden Teil- 
trapeze auf doppelte Weise in a, b und h aus. 

28. Es soll a) ein gleichseitiges Dreieck oder b) ein regelmäßiges 
Sechseck als geometrisches Mittel zwischen zwei gegebenen Quadraten 
(Rechtecken) gezeichnet werden. 



Gemischt quadratische Gleichungen. 

29. Man soll ein rechtwinkeliges Dreieck zeichnen, dessen drei 
Seiten zwei gleiche Unterschiede geben, wenn die kleinste Seite = a 
gegeben ist (z. B.: a = 21 mm). 

30. Man soll ein gleich schenkeliges Trapez zeichnen, in dem die 
Eckenlinien zu den nicht parallelen Seiten senkrecht sind, wenn diese 
beiden = a und die kleinere der Parallelseiten = b gegeben sind. 

31. In ein Quadrat soll ein gleichseitiges Dreieck so ein- 
geschrieben werden, daß beide Figuren ein Eck gemeinsam haben. — 
Andeutung: Beachte, daß die Gegenseite des gemeinsamen Eckes 
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[§ 29.] parallel der Eckenlinie ist und bestimme den durch sie auf der 
Quadratseite gebildeten Abschnitt. 

32. Eine Strecke a soll in einem Punkt so geteilt werden, daß 
das Quadrat des einen Abschnittes das Dreifache des Quadrates des 
andern Abschnittes ist. 

33. Zwei Strecken a und h sind so zu legen, daß die Grenz- 
punkte der einen die andere Strecke harmonisch teilen. — Andeutung: 
Man betrachte den Abstand des einen Qrenzpunktes von der Mitte 
der andern Strecke als Unbekannte. 

34. Von vier harmonischen Punkten sind die beiden äußersten ge- 
geben. Die inneren sind so zu bestimmen^ daß sie gleiche Abstände 
von den äußeren haben. 

36. Die Strecken a und fc zwischen den zugeordneten Punkten 
zweier harmonischen Punktpaare sind gegeben. Es ist die gegenseitige 
Lage dieser Punkte zu bestimmen. 

36. Es sind zwei Strecken AB und A^B^ einer Geraden durch 
ein Punktpaar X.Y harmonisch zu teilen. — Andeutung: Lege um 
AB und A^B^ Kreise, die einander schneiden; die Gerade durch die 
Schnittpunkte gibt die Mitte von X.Y, 



Aufgaben zum achten Kapitel. 

XY. Berechnangen nnd Lehrsätze. 

§80. 1. Der Durchmesser eines Kreises sei 100 mm. Bestimme durch 

Messen und Rechnen die Seiten s^, Sq, 5^^ und deren Abstände x^^ x^y 
x^^ vom Mittelpunkt. 

2. Berechne s^ unmittelbar aus der Figur. 

3. Finde durch Messen und Rechnen die Seiten s^, s^ in einem 
Kreis, dessen Halbmesser = 30 mm ist. 

4. Die Seite des einem Kreis einbeschriebenen regelmäßigen 
Vielecks sei = 8. Wie groß ist der Halbmesser des Kreises, wenn 
jene Seite angehört einem a) Sechseck? b) Viereck? c) Dreieck? 
d) Zehneck? e) Achteck? 

6. Berechne aus der Seite a) des regelmäßigen Achtecks die des 
Vierecks, b) des regelmäßigen Zwölfecks die des Sechsecks im gleichen 
Kreis, und zwar zuerst ohne und dann mit Benützung der Formel in 
§30,4. 

6. a) Wie groß ist die Eckenlinie eines regelmäßigen Fünfecks, 
im Halbmesser r des Umkreises ausgedrückt? 

b) Beweise, daß je zwei nicht vom selben Eck ausgehende Ecken- 
linien einander so schneiden, daß der größere Abschnitt gleich der 
Fünfeckseite ist, und daß es der goldene Schnitt der Eckenlinie ist. 
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c) Beweise wie in § 1, 5, daß Seite und Eckenlinie eines regel- [§ SO.] 
mäßigen Fünfecks kein gemeinsames Maß haben. — Andeutung: 
Nach b) erhält man eine unbeschränkte Zahl einander ähnlicher gleich- 
schenkeliger Dreiecke, wenn man vom Schnitt beider Eckenlinien eine 
Pai-allele zu einer Seite bis zur andern Seite zieht, von da eine Paral- 
lele zur Eckenlinie bis zur andern usw. 

7. Berechne die Seite des regelmäßigen Stemfünfecks, wenn 
dieses einem Kreis einbeschrieben wird, dessen einbeschriebenes regel- 
mäßiges Dreieck die Seitenlänge ]/3 hat. 

8. a) Wird in Fig. 130 (S. 112) von C aus mit CA als Halb- 
messer der Kreis beschrieben und AF bis zum Kreis verlängert, bis 
D, so ist BD die Seite des regelmäßigen Fünfecks, und DF ist 
gleich dem Halbmesser. 

b) Aus a) folgere den Beweis des Satzes: Wird in einem Kreis 
ein Trapez gezeichnet, dessen Parallelseiten der Durchmesser und s^^ 
sind, so sind die nicht parallelen Seiten = 55, und die Eckenlinie ist 

= ^10 + ^. 

c) Wende auf das Trapez in b) den ptolemäischen Satz an; zu 

welcher Folgerung führt er? 

d) Beweise, daß s-^ = s^q -f ^^ durch Anwendung des allgemeinen 
pythagoreischen Lehrsatzes auf das A CBD oder FBD (in a). 

9. Welchen Wert hat die Summe der Quadrate a) zweier un- 
gleichen, b) aller drei von einem Eck ausgehenden Eckenlinien eines 

regelmäßigen Sechsecks? c) Anwendung zum Zeichnen von r yi und 

rj/iO. 

10. a) Welches Verhältnis haben die drei ungleichen Ecken- 
linien eines regelmäßigen Achtecks? 

b) Wie groß ist die Summe der Seiten eines regelmäßigen Stern- 
achtecks in einem Kreis vom Halbmesser = 10,18? 

11. Berechne a) die Seiten, b) die Eckenlinien eines regelmäßigen 
Zwölfecks, wenn der Halbmesser 125 mm; ebenso ihre Abstände vom 
Mittelpunkt. 

12. Von einem Achteck (Zwölfeck), dessen Seite == 41,43 (53,59) 
ist, soll die Eckenlinie berechnet werden, die 3 (5) Seiten überspannt. 

13. a) Man soll die Seiten und Eckenlinien eines regelmäßigen 
Fünfzehnecks durch den Halbmesser r seines Umkreises ausdrücken 
und berechnen für r == 1,25 m . 

b) Umgekehrt ist r zu berechnen, wenn s^^ gegeben ist (z. B. 
«15 = 62,37 cm). 

14. Löse die Aufgaben XV, 1, 2, 3, 4 auch für umbeschriebene 
Vielecke. 

16. Weise nach, daß: 
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IS »0] a^ t = " ' b ) s = _!' 

c) 5^^===yfl_^^ oder (Fig. 136) CU:ÄC = AC:AB, 

d) L _ J_ + 1.^ oder (Fig. 136) ÜV:AB=^L U: LA . 

16. Wende die Formel in § 30,10 (S. 116) an zur Berechnung von 

a) tß-^ b) tg'^ c) t^2' 

§ 31. 17. Der Umfang eines einem Kreis einbeschriebenen Quadrates 

sei == 40; wie groß ist der Umfang des zugehörigen a) Sechsecks? 

b) Dreiecks? c) Achtecks? d) Zwölfecks? 

18. Der Umfang eines regelmäßigen Sechsecks sei = 48. Wie 
groß ist der zugehörige a) große, b) der kleine Halbmesser? c) Wie 
groß sind die Halbmesser für ein Zwölfeck von gleichem Umfang? 

19. Der Umfang eines einbeschriebenen regelmäßigen 2«-ecks 
ist das geometrische Mittel zwischen den Umfangen des einbeschrie- 
benen n-ecks nnd des umbeschriebenen 2w-ecks. 

20. a) Der Umfang eines umbeschriebenen regelmäßigen 2n-ecks 
ist das harmonische Mittel zwischen den Umfangen des um- und ein- 
beschriebenen w-ecks, also = ^ I — H i • 

b) Wenn e^Q = 8,140d und u^q = 3,144 d, wie groß ist M^go? 
(Auf drei Bruchstellen.) 

21. Welchen Weg durchläuft täglich das Ende a) des Minuten- 
zeigers, b) des Sekundenzeigers einer Uhr, wenn jener 14 cm, dieser 
24,5 mm lang ist? 

22. Wie lange braucht ein Rennpferd, das 12,6 m in der Sekunde 
macht, um eine Kreisbahn zu durchlaufen, deren Durchmesser 112 m 
beträgt? 

23. a) Der Durchmesser d eines Halbkreises sei in zwei beliebige 
Teile geteilt, und über diesen als Durchmessern seien wieder Halb- 
kreise beschrieben. Wie groß ist deren gesamte Bogenlänge? 

b) Wenn aber der Durchmesser in beliebig viele gleiche Teile 
geteilt und wie in a) verfahren wird, wie groß ist die Summe der 
Halbkreislängen ? 

24. Auf dem Durchmesser 2r eines Kreises werde ein Punkt P 

so gewählt, daß der eine Teil = — (oder = r oder ==75) sei, 

und in P werde die senkrechte Sehne gezogen. Wenn nun um jeden 
der entstehenden vier Sehnenabschnitte als Durchmesser ein Kreis be- 
schrieben wird, welche Summe geben deren Umfange? 

26. a) Wie groß ist der Erdhalbmesser, wenn der Umfang zu 
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40000 km angenommen wird? b) Wenn man wie üblich den Halb- [§31] 
messer des Erdäquators zu 860 und seinen Umfang zu 5400 geogr. 
Meilen annimm t, stimmen diese Zahlen zusammen? 

26. Wie groß muß der Halbmesser eines Kreises genommen 
werden, damit die Sekundenbögen seines Umfangs 1 mm groß sind? 

27. Die Geradstreckung einer Kreislinie läßt sich annähernd so 
durchführen, daß man den Durchmesser AB in fünf gleiche Teile 
teilt, als Verlängerung in B einen solchen Teil anfügt '= BC, dann 
auf der von A ausgehenden Berührenden drei solche Teile abträgt 
-= J.D; dann hat das Dreieck ACD nahezu den gleichen Umfang 
wie die Kreislinie. — Ist diese Annäherung genauer als die von 
Kochansky (§31,4)? 

28. Nicolaus von Cusa (1464) löst die Aufgabe, zu einem Kreis 
^in gleichseitiges Dreieck von gleichem Umfang zu zeichnen, indem 
•er ein Quadrat in den Kreis beschreibt, um die Summe des Halb- 
messers und der Quadratseite als Durchmesser einen Kreis und in 
bliesen das gleichseitige Dreieck zeichnet. Welchen Wert würde sr 
hiernach haben? 

'29. Über der Seite a sei ein regelmäßiges a) Viereck, b) Sechs- § 82. 
eck, c) Achteck, d) Zwölfeck, e) Fünfeck gezeichnet; man soll den 
Inhalt berechnen (auf drei Bruchstellen). 

30. Ein regelmäßiges Dreieck und ein regelmäßiges Sechseck 
haben den gleichen Umfang u: in welchem Verhältnis stehen ihre 
Inhalte? Zu lösen a) mit, b) ohne Berechnung der Inhalte selbst. 

31. Ein regelmäßiges Achteck und ein regelmäßiges Zwölfeck 
haben a) gleichen Umfang, b) gleichen Inhalt; in welchem Verhältnis 
stehen ihre a) Inhalte? ß) Umfange? 

32. a) Welchen Inhalt hat ein regelmäßiges Fünfeck, das einem 
Kreis vom Halbmesser 8 einbeschrieben ist? — b) In welche Teile 
teilt eine Eckenlinie das Fünfeck? 

33. Welche Beziehung findet statt zwischen den Inhalten eines 
regelmäßigen a) ein- und umbeschriebenen Vierecks? b) Dreiecks? 
o) einbeschriebenen Drei- und Sechsecks? d) einbeschriebenen Sechs- 
und um beschriebenen Dreiecks? [Folgerung aus c) und d)?] 

34. Welche Aufgaben lassen sich mittels der Kreisformeln in 
§31,3 und §32,2 stellen? Diese Aufgaben zu lösen. — Beispiel: 
r«4,2; w== 26,39; J= 55,12 (oder 40,5; 254,5). 

36. Von einem Kreis sei der Halbmesser = r (oder der Umfang 
= u) gegeben; wie groß ist die Seite a) eines Quadrates, b) eines 
regelmäßigen Dreiecks, welches mit dem Kreis gleichen Inhalt hat? 
— Beispiel: r «= 7 (oder u =- 100). 

36. a) Welche Inhaltssumme haben die in Aufg. 24 entstandenen 
vier Kreise? b) Auch für den Fall zu lösen, daß der Teilpunkt P 
den Durchmesser im Verhältnis von q : s teilt. 

Henrici u. Treutlein, Lehrb. d. Elem. -Geometrie. IL 3. Aufl. 14 
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[§ 32.] 37, In ein regelmäßiges Dreieck seien drei Kreise beschrieben^ 

die einander und die Dreiecksseiten berühren. W^elchen Bruchteil des 
Inhalts a) des Dreiecks, b) des Dreieckinkreises, c) des Dreieckum- 
kreises bedecken die drei ersten Kreise? 

38. Wie zeichnet man einen Kreis, dessen a) Umfang, b) Inhalt 
gleich der Summe (dem Unterschied) der Umfange (Inhalte) zweier 
gegebenen KJreise ist? c) In welchem Verhältnis stehen die Inhalte 
der gefundenen Kreise zueinander? 

39. Um ein Quadrat in einen inhaltsgleichen Kreis zu verwandeln, 
trugen indische Mathematiker vom Mittelpunkt des Quadrats die halbe 
Eckenlinie auf die Parallele zur Seite auf, teilten den Überschuß der 
halben Eckenlinie über die halbe Seite in drei gleiche Teile und be- 
schrieben vom Mittelpunkt den Kreis durch den nächsten Teilpunkt. 
Welchen Wert hätte hiernach tc? 

40. Nach Albrecht Dürer (1525) ist die Aufgabe 39 annähernd 
dadurch zu lösen, daß man die Eckenlinie in zehn gleiche Teile zer- 
legt und 8 als Durchmesser nimmt. Es ist nachzuweisen, daß diese 
Bestimmung auf den Wert :r = 3^ führt (der bei Vitruvius vorkommt). 

§ 33. 41. Welchen Weg beschreibt iu jeder Sekunde ein Punkt des 

Erdäquators infolge der steten Umdrehung der Erde? (Erdhalbmesser 
= 6370 km.) — Wie groß ist der Weg im Verlauf eines Tages? 

42. Welchen Weg legt in einer Sekunde die Erde in ihrer Bahn 
um die Sonne zurück, wenn ihre Bewegung als eine kreis- und gleich- 
förmige angesehen wird? (Der Abstand der Erde vom Mittelpunkt 
der Bahn beträgt 150 Millionen Kilometer, das Jahr hat 365^ Tage). 
— Wie groß ist der Weg während eines Tages? 

43. Wie groß ist der Halbmesser eines Kreises (Mauer-Quadranten), 
dessen Bogen a) zu 1® genau 1 dm lang ist, b) zu 1' 1 mm lang ist? 

44. Von welchem Mittelpunktswinkel ist der Bogen gleich a) dem 
Halbmesser? b) ^g? c) 5^? 

46. Welche Zeit vergeht, bis das Ende eines Minutenzeigers einen 
Weg beschreibt, der gleich seiner Länge ist? 

46. Eine Bahnrichtung bilde mit einer andern einen Winkel von 
45®; beide sollen durch einen Kreisbogen von 865 m Halbmesser in- 
einander übergeführt werden. Wie lang wird der Bogen? 

47. Welche Aufgaben lassen sich mit der Formel in §33, i 
lösen, wenn man je eine der vorkommenden Größen als unbekannt, 
alle übrigen als bekannt ansieht? — Bilde entsprechende Aufgaben 
aus den folgenden zusammengehörigen Werten von r, ^ ß, h, näm- 
lich: 6; 29«22'; 3,18 oder 150, 25^13'; 66. 

48. Der Inhalt der im I. Teil, Aufgabe XV, 124 beschriebenen 
Eilinie soll bestimmt werden für den Fall, daß das Dreieck gleich- 
seitig, der große Halbmesser r, der kleine r^ ist. 

49. Durch die Ecken eines aus zwei Quadraten von der Seite a 
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zusammengesetzten Rechtecks werden Kreisbögen derart gezeichnet, [§ 33.] 
daß ihre Mittelpunkte in den Mitten der längeren Seiten und in den 
Mittelpunkten der Quadrate liegen. Der Flächeninhalt der entstandenen 
sogenannten Eilinie soll berechnet werden. 

60. Drei gleiche Kreise berühren einander paarweise. Wie groß 
ist die zwischen den Kreisen liegende Fläche? 

61. Wie groß ist der Mittelpunktswinkel desjenigen Kreisaus- 
schnitts, a) dessen Umfang gleich der Kreislänge ist? b) dessen In- 
halt gleich dem Quadrat des Halbmessers ist? 

52. Drei Kreise schneiden einander so, daß jeder durch die Mitte 
der beiden andern geht. Wie groß sind die einzelnen hierbei ent- 
stehenden Flächenteile? 

63. Wenn in der Formel §33,5 je zwei Größen gegeben sind, 
wie wird die dritte berechnet? 

64. Welchen Inhalt hat ein Kreisabschnitt, dessen Berührungs- 
winkel 36® (45®, 60®) und dessen Sehne s ist? 

66. In welche Teile wird eine Kreisfläche durch eine Sehne ge- 
teilt, die zu einem Halbmesser senkrecht steht und auf diesem vom 
Mittelpunkt aus ein Stück abschneidet, das sich zum Halbmesser ver- 
hält wie a) 1 : 2? b) "j/2 : 2? c) "|/3 : 2? 

66. Wie • groß ist die Summe der Kreisabschnitte, welche ent- 
stehen, wenn man um das Dreieck, dessen Seiten 13, 14, 15 sind, 
einen Kreis beschreibt? 

57. Wie verhält sich der Inhalt des Kreisabschnittes, der zu 
^) "3? ^) A? ^) 1 ^^s Umfanges gehört, zur ganzen Kreisfläche? 

68. Eine Art von Spitzbogen entsteht, indem man aus den Grenz- 
punkten einer Strecke r Kreisbögen mit dieser Strecke als Halbmesser 
zieht. Wie groß ist a) der Umfang der Figur? b) ihr Inhalt? 

69. Von den Grenzpunkten eines Halbkreises aus werden über 
diesem und zwar mit seinem Durchmesser als Halbmesser Bögen ge- 
zeichnet bis zu ihrem Schnittpunkt. Wie groß ist a) Umfang, b) In- 
halt der Bogenfigur? 

60. Eine Kreisfläche soll durch Kreise vom selben Mittelpunkt 
a) in n gleiche Teile geteilt, b) in 4 (n) solche Teile geteilt werden, 
daß diese, von innen aus gerechnet, das Verhältnis a: ß : y : d zu- 
einander haben. 

61. Wenn man bei einem einbeschriebenen regelmäßigen a) Drei- 
eck, b) Viereck, c) Sechseck je über einer Seite als Durchmesser nach 
außen einen Halbkreis beschreibt, wie groß ist die entstehende mond- 
förmige Figur? 

62. a) Durch die Grenzpunkte einer Strecke seien zwei Kreis- 
bögen mit den Halbmessern r und r^ auf einerlei Seite der Geraden 
beschrieben; die zu der Sehne gehörigen Mittelpunkts winkel seien a 

und a^. Welchen Inhalt hat das entstandene Möndchen? 

14* 



212 Funktionen spitzer Winkel (Kap. 9). XV. XVI. 

[§33.] b) Man weise nach, daß dieser Inhalt gleich der des Vierecks 

der vier Halbmesser nach den Grenzpunkten der Sehne ist, wenn 

fj^ : r^ = a : a^, 
c) Man berechne den Inhalt für den Fall, daß dieses Verhältnis 
= 1:2 und außerdem r^ gegeben ist. 

63. Berechne den Inhalt der Figur (Arbelos = Schusterkneif), 
welche in Nr. 23 zwischen den Halbkreisen liegt. — Wann hat im 
Fall zweier eingezeichneten Halbkreise der Inhalt der Figur seinen 
größten Wert? 

64. Auf einer Strecke AD == s liege eine Strecke BC = t. Be- 
schreibe über AB und ^C Halbkreise nach der einen, über BD und 
CD Halbkreise nach der andern Seite. Wie groß ist der Inhalt der 
entstehenden Figur (Pelekoid = beilförmige Fläche)? — Ist der Inhalt 
abhängig von der Lage von fi von der Größe von ^? — Wie ver- 
hält sich der Inhalt zum Inhalt des Kreises über AD als Durch- 
messer? — Wie läßt sich hiernach der Inhalt durch entsprechend 
liegende Halbkreise in 2, 3, n Teile zerlegen? 



Aufgaben zum neunten Kapitel. 
XVI. Gebrauch der Funktionstafelu. 

(Ohne Logarithmen). 

§ 34. 1. a) Zeichne einen Winkel a = 37^, ziehe zum einen Schenkel 

zwei Senkrechte und finde durch Messen von Strecken und durch 
Teilen zweimal den (annähernden) Wert von sin a. Vergleiche die 
Werte miteinander und mit dem in der Sinustafel enthaltenen Wert 
von sin 37^. 

b) Ebenso für a = 47«, 33^ 64«, 76«. 

2. a) Zeichne von demselben Punkt aus neun Strahlen mit 
Zwischenwinkeln von je 10«; ziehe zu den entstandenen Winkeln von 
10«, 20«, . . . 80« beliebige Gegenkatheten, miß diese und die zu- 
gehörigen Hypotenusen und berechne (annähernd) sin 10«, sin 20«, . . . 
Vergleiche dann die gefundenen Werte mit denen der Sinustafel. 

b) Durchschneide die Strahlen mit einem au» dem Strahlpunkt 
beschriebenen Kreisbogen, dessen Halbmesser = 1 dm, benütze die 
Strahlstrecken als Hypotenusen, bestimme die Gegenkatheten der 
Winkel in Dezimetermaß und berechne sin 10«, sin 20«, 

3. Berechne für Aufgabe 1 den cos a. 

4. Berechne gemäß Aufgabe 2 die einzelnen Werte von cos a; 
vergleiche sie mit den Werten der Cosinustafel. 

5. Aus der Tafel zu entnehmen: 

a) sin 72«40', b) sin 21«40', c) sin 21«43' = 0,3700 (§ 36, e), 

d)cos63«30', e)cos74«10', f) cos 74« 7' =0,2737. 
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6. a) sin x = 0,6428, b) cos x = 0,9932 (6041'),c) tg rr = 0,9827, [§ 34.] 

d) cotg:r = 8,7769. 

7. Zeichne mit Benützung der Sinustafel (oline Winkelmesser) 
einen Winkel von a) 20^«; b) 61M0'; c) 4^; d) 1|«. 

8. Zeichne mit Benützung der Cosinustafel einen Winkel von 
a) 57«; b) 28«; c) 86« 

9. Von einem Punkt aus gehen nach einer Geraden die Senk- 
rechte und eine Schiefe, jene 82 mm, diese 125 mm lang. Welchen 
Winkel bilden beide Strecken miteinander? 

10. In einem rechtwinkeligen Dreieck sind die Seiten a, 6, c ge- 
geben, nämlich: a) 3, 4, 5; b) 5, 12, 13; c) 4,8, 5,5, 7,3; d) 2uv, 
u^ -— v^y V? + v^. Wie groß sind sin a, cos a, sin /3, cos /3? 

1 1. Eine 4 m 80 cm lange Leiter werde auf wagrechtem Boden 
schräg an ein Haus gestellt, so daß ihr oberer Endpunkt 4 m 30 cm 
über dem Boden ist. Wie groß ist ihr Neigungswinkel am Boden? 

12. Eine 4,4 m lange Leiter sei auf wagrechtem Boden schräg 
an eine Wand gestellt; ihr Fußpunkt steht 1,65 m von der Wand ab. 
Unter welchem Neigungswinkel ist die Leiter angestellt? 

13. Ein schräg abwärts über einen Fluß gerudertes Boot kommt 
nach einem \ km betragenden Weg 453 m unter der Abfahrtstelle ans 
Land. Unter welchem Winkel gegen das Ufer bewegte sich das Boot 
voran? 

14. Eine gerade gleichmäßig ansteigende 2 km lange Straße führt 
auf einen 80 m hohen Hügel. Unter welchem Steigungswinkel ist 
die' Straße gebaut? 

16. Bilde die der Aufgabe 14 entsprechende Aufgabe für die ge- 
neigte Schreibfläche einer Schulbank. 

16. Unter welchem Neigungswinkel ist eine Treppe angelegt, die 
aus Stufen von je 16 cm Höhe und 30 cm Tiefe besteht? 

17. Eine 5 m lange Stange werde auf wagreehtem Boden unter 
einem Neigungswinkel von 70« an eine Mauer gelehnt. Wie hoch 
ist ihr oberes Ende über dem Boden? 

18. Die eine 25 cm lange Hälfte eines Wagbalkens dreht sich 
abwärts um 3«; wieviel senkt sich dabei der Endpunkt? 

19. Eine geradlinige Straße führt 800 m weit gleichmäßig unter 
2« und dann 550 m weit unter 3« steigend aufwärts. Wie hoch liegt 
ihr Endpunkt über der Wagrechten des Anfangspunktes? 

20. Eine 3 m 20 cm lange Doppelleiter wird an dem wagrechten 
Boden um 72 cm gespreizt. Welchen Winkel bilden ihre beiden Teile 
miteinander? 

21. Li zwei Punkten gleicher Höhe A und B sind die End- 
punkte eines 24 m langen Seiles befestigt; dieses ist in der Mitte be- 
schwert und hat sich hier von der Geraden AB aus um 84 cm ge- 
senkt. Welchen Winkel bilden die beiden Seilhälften miteinander? 
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[§ 84.] 22. Wie groß ist die Seite (der Umfang) des in einen Kreis 

vom Durchmesser 1 m einbeschriebenen regelmäßigen a) 9ecks? 
b) ISecks? c) 25ecks? 

23. Wie viele regelmäßige Sternneunecke gibt es? Wie groß ist 
die Seite eines jeden? 

24. Einem Kreis, dessen Halbmesser 50 cm ist, sei ein regel- 
mäßiges 40 eck einbeschrieben. a) Wie groß ist dessen Umfang? 

b) Um wieviel ist dieser kleiner als der Kreisumfang? 

25. Welchen Inhalt hat' ein regelmäßiges a) 20eck, b) SOeck, 

c) 40 eck, das einem Kreis vom Durchmesser 10 cm einbeschrieben ist? 

26. In einen Kreis vom Halbmesser r (= 6 cm) sei eine Sehne 
gezeichnet, deren Länge a) = fr, b) = .^-r, c) = 1fr ist. Welchen 
Inhalt haben die jedesmal entstehenden beiden Kreisteile? 

§ 37, 27. Zwei Halbmesser eines Kreises bilden einen Winkel von 

1—3. 146^; die Berührenden in ihren Endpunkten treflfen einander 225 cm 

vom Mittelpunkt entfernt. Wie groß ist der Durchmesser des Kreises? 

28. Eine Kreissehne von 65,8 cm bildet mit den Halbmessern 
nach ihren Grenzpunkten Winkel von 20^. Welchen Durchmesser hat 
der Kreis? 

29. Aus der Tafel zu entnehmen: 

a) tg 45^20'; b) tg 62^50'; c) tg 62^54' = 1,9542. 

d) cotg SnO'; e) ctg 43^50'; f) cotg 43^52' = 1,0404. 

30. Löse die Aufgaben 7, 8 und 16 mit der Tangenstafel. 

31. Die Seiten eines Rechtecks seien 55 und 88; welche Winkel 
bildet eine Eckenlinie mit den Seiten? 

32. a) Unter welchem Winkel müssen die Sonnenstrahlen ein- 
fallen, damit ein 1,76 m hoher aufrecht stehender Mensch einen 
Schatten von 10 m Länge werfe? 

b) In einem griechischen Lustspiel (von Aristophanes) wird ein 
Mann zu einem Abendessen eingeladen für die Zeit einer 10 füßigen 
Schattenlänge. Wie hoch stand die Sonne um diese Zeit, wenn die 
Höhe des Menschen 6^ mal so groß ist als sein Fuß? 

33. Wie vielmal so groß, als die Bäume, sind „der Bäume gigan- 
tische Schatten", wenn die Sonne noch 4^ hoch steht? 

34. Welche Größe hat im Kreis vom Durchmesser 20 cm die 
Seite des umbeschriebenen regelmäßigen a) 10-seits? b) 18-seits? 
c) 24-seits? 

35. Der Umfang eines Kreises beträgt 100 m. Welchen Um- 
fang hat das umbeschriebene regelmäßige 50-seit? 

36. Der Inhalt des einem Kreise umbeschriebenen regelmäßigen 
9-seits beträgt =81,9 qcm. Wie groß ist der Inhalt des Kreises? 

37. Löse die Aufgaben 31, 32, 33 mit Benützung von Cotangens 
eines Winkels. 

38. In einem Halbkreis, dessen Durchmesser 1 ist, bilde eine 
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Sehne mit dem Durchmesser den XJmfangswinkel a. Man ziehe die [§ 37.] 
zu diesem TJmfangswinkel gehörige Sehne, sowie die Berührenden in 
den Grenzpnnkten des Durchmessers und verlängere die Sehnen bis 
zu ihren Schnittpunkten mit den Berührenden, a) Man drücke alle 
Strecken der Figur in Funktionen von a aus. b) Man leite die Zu- 
sammenhangs-Gleichungen der Funktionen von a aus dieser Figur ab. 

XVIL Formeln der Funktionen eines Winkels. 

1. Der Sinus eines Winkels ß sei a) |; b) ^5 c) ^ , • Wie§ 34. 
groß ist der Cosinus desselben Winkels? 

2. Der Cosinus eines Winkels y sei a) ^\ b) ^ 1 1 ? 

c) - ^^, 'T ? ^ • Wie ffroß ist der Sinus desselben Winkels? 

^ a^ -\-2a-\-2 ® 

3. Berechne aus den Angaben der Aufg. 1 den Wert von tg ß, 

4. Ebenso tg y aus den Angaben von Aufg. 2. 

5. Es sei gegeben: a) sin a = 0,8; b) cos a = s : "[/l + s^; 
c) sin« = j/y; d) tga ==g^; e) tg« = 2 : [|- - |^]; 

f) tga = — ^ . Man soll stets cotga berechnen. 

6. Wenn sin a = ^ ist, welchen Wert haben die übrigen Funk- 
tionen des Winkels a? 

7. Wenn cos^ = -^V2 — 1/2 ist, welchen Wert haben die übrigen 
Funktionen des Winkels ß? 

8. Man soll die folgenden Ausdrücke so umformen, daß sie nur 
noch eine Winkelfunktion enthalten, nämlich: 

a) nur sina: 

o ts cc sin a cotff a — tff a — 1 

8m a • cos^a, • -, 1 — , — - — « — ^— ^ ; 

' sina' cosa-tga' cos^a — 1 ' 

b) nur cos«: 

cos cc sin a 1 cos cc cotg cc tg cc 



sin* a' tg a ' cos cc cotg* a ' sin a sin a • (1 — cos cc) ' 

c) nur tg«: 

iacc cos*a + tga 4- 8in*a , , 1 — sin*a , sin*« 

-r 8 -r cotgaH -^,-- + 



cotga' 1-j-cotga ' ^ ' sin*« tga-(l — cos*a) 

9. Stelle die Werte der Funktionen eines Winkels, jede durch 
jede andere ausgedrückt, übersichtlich zusammen. 

10. Es sei: 50 • sin^a + 75 • sina = 63. a) Wie groß ist sina? 
b) Welchen Wert haben die drei andern Funktionen desselben 
Winkels cc? 

11. Wie groß sind sin und cos eines Winkels, wenn sich: 
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[§34, §37, a) der erstere zum letzteren wie 1 : )/3 verhält? (Wie groß ist 

i-^Uer Winkel selbst?) 

b) das Quadrat des ersteren zu dem des letzteren wie 1600:81 
sich verhält? 

12. Die Richtigkeit der folgenden (identischen) Gleichheiten ist 
zu erweisen: 



a) y(l + cos a) (1 — cos a) = sina; 

b) cos a : "/l — sin a = Yl + sin a; 

c) tff a + cotff a = : * d) tg /3 — cotff ß = — r- ^ j-r 

y ^ * o Bin a cos a ' / © r er sin p • cos p ^ 

e) (tg* y + cotg^ y + 2) • sin^ y • cos^ ^^ = 1 ; 

«N sin ^ + tff d • » I » \ te a; + 1 sin a; + cos x 

« f) -r-^r-^-' :, = Sin d • tg d; g) i^— ^^ = . — ~ ; 

^ cotg d + 1 : sin d ° ' ^'' tgx — 1 sin a; — cos x ^ 

h) 1 : cos^ a — cos^ cc = sin^ a + tg^ a; 

i) (sini; + tgt;) • (cosv + cotgt;) = (1 + sin v) • (1 + cos y); 

k) sin* a • tg a + cos* cc • cotg a + 2 • sin a • cos a = tg a + cotg «• 

1) 2 . (sinß/3 + cos^iS) - 3 • (sin*/3 + cos*/3) + 1-0; 

m) siny . (1 + tgy) + cosy • (1 + cotgy) = -^ + J^^- 

XYIII. Formeln der Fanktionen zusammengesetzter Winkel. 

§ 35. 1. Man soll die folgenden Funktionen durch Funktionen der ein- 

§ 37, 10. fachen Winkel ausdrücken: 

X 2 ,. sin2a s cos 2 a ,n sin 2 a • 
a) -^-— -; b) j— ; c) — -| ,- : d) — , t,— ' 

^ sin 2a' C08*a ' ^ sin'^ a — cos' a ' ^ 1 + cos 2a 

. cos 2a „X 1 + sin 2a \ o x o i.\ x o i ^ 

e) T-\--^—^ f) ^ — ^-^— g) 2cotff2a: h) tg2a H — ; 

'^ l + sin2a ^ 1— sin2a "'^ ö ? / ft • C08 2a> 

.X 4cotff2a i\ tg2atffa r . c^ 1 

i) — r-| — k) -j-^z f — =sm2a . 

'^ sin 2a ^tg2a — tgaL J 

3. Es ist zu beweisen^ daß: 

a) (cos - + si^v) "=" 1 ± sina. — Hieraus: 

b) 2 • sin Y == l/l + sin« — ]/l — sin«. 

2 • cos - = Vi + sin a + ]/l — sin a. 

Berechne hiermit sin 15® und cos 15®, sowie sin 9® und cos 9*. 

c) (sin a + cos a + 1) • (sin a — 1 + cos a) = sin 2a; 

d) (sin cc + cos a) • (cos a — sin cc) = cos 2cc\ 

e) cotg a — tg a = 2 • cotg 2a; 

f\L<^\ 1 cosa-j-sina^ x , ga 2-sina — sin2a^ 

^ ® cos 2 a cos a — sin a ' °^ ° 2 2 • sin a + siJi 2 a * 

, s 2 • cotff 2a , /t , i \ 

i) 2 • sin^ a • sin^ ß -\- 2 - cos^ a • cos- /3 = 1 + cos 2a • cos 2ß. 
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3. Berechne sin {a ± ß) und cos (a ± /3) für a) <^ a = 60^, § 36. 
ß = 30«; b) a = 60«, ß == 18<>, c) a = 45^ /3 = 18«. 

4. Die Formel für cos {a + /3) soU aus dem Werte von sin (a + ß) 
allein durch Rechnung gefunden werden. 

6. Man soll die folgenden Werte durch Funktionen der einfachen 
Winkel ausdrücken: 

. sin (CT + h) ^ ^s sin (g — h) ^ . cos (g + h) ^ ^. cos(ct^&) ^ 

'^ cos g • cos & ' ^ cos g • cos h ' -^ cos a • cos & ' ^ cos g • cos h ' 

X sin (g + &) ± cos (a — b) p\ • / , i\ • / x\ 

e) . , rx T 7 — r-»x; i) sm (a + o) • sin (a — 6): 

^ sin (g — 0) j:; cos (g + &) ' ^ \ » / v / ? 

g) COS (a + 6) • cos (a — 6) ; 

h) teile noch die Werte von f) und g) durch cos^ a • cos^ b und 
vereinfache sie möglichst; 

.X 8in(g+&) 1 K sin(g — h) i\ • « / . 7\ 9/ t\ 

1) — ) ^,; ; k) — ; , ,;; 1) sm Va + 6) + cos^ (a — 6) . 

•^ cos (g — 0) ' ^ cos (g+&)' ^ \ * j .±. \ y 

6. Beweise die Richtigkeit der folgenden Formeln: 

a) sin (x — k) • cos X + cos (x — X) • sin 2 = sin x; 

b) cos (x — 2) • cos X — sin (x — X) - sin ^ = cos x; 

c) sin (x -{- X) ' cos x — cos (x + ^) • sin x = sin X; 

d) cos (x -{- X) • cos X + sin (x + X) • sin X = cos A; 

7. Berechne die Sinus- und Cosinuswerte der Winkel 

(x + A + i"'), (x + X — ^)y (x — X — ii) 

in Funktionen der Winkel x, >L, ]u.. 

8. Berechne tg(a ± /3) und cotg(a ± ß) für . a) tga = -J-, § 37, 
lg/3 = I; b) tgc. == 0,2, tg^ == 10; c) tgc. = ^, tg^ = i. 

9. Beweise die Richtigkeit der folgenden Gleichheiten: 

a) 1 +sina = 2cos2(45^- -^); b) 1 - sin« =- 2sin2 (45« - -^); 

c) tg(45« + y) ~ tg(45o - ).) - 2 . tg22.. 

10. Berechne aus Aufgabe XVII, 6 u. 7 die Funktionen von 2 a 
und 2)3. 

11. Berechne die Funktionen von 3 a und 4 a ausgedrückt durch 
Funktionen des einfachen Winkels a. 

12. Beweise, daß: 

a) sin^ a = f sin a — ^ sin 3a; b) cos* a = f cos a -\- ^ cos 3a . 

13. Für ^ a = 18^ ist sin 2a = cos 3a. Entwickle diese Gleich- 
heit in Funktionen des einfachen Winkels a. 

14. Die Formel: 2 sina cos ß — sin (a — ß) = sin (a + ß) soll ab- § 38. 
geleitet und benützt werden, um, wenn 

cos 3« = 0,99863, sin 4« = 0,069756, sin P = 0,017452 

gegeben, von. 4® an die sin der Winkel von 3^ zu 3® zu berechnen. 
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[§38.] 16. Es seien cos P = 0,99985, sin 30« = 0,5, sin 29« = 0,48481 

gegeben; es sollen die Sinus von 28«, 27«, 26« der Reihe nach berechnet 
werden mit der Formel: 2 sin« cos/S — sin(a + ß) = sin (cc — ß). 

16. Die sin und cos der Winkel seien bis 30« gegeben. Es 
sollen die Formeln: 

sin (30« + a) = cos a - sin (30« - a), 
cos (30« + a) = cos (30« — a) — sin a 

abgeleitet und benützt werden, um sin und cos größerer Winkel zu 
berechnen. 

17. Verwandle in Produkte von Funktionen die Ausdrücke: 

a) sin 90« + sin 30«; b) sin 60« - sin 30«; c) cos 75« + cos 45«; 
d) cos 42« - cos 78«; 

. sin46<*4-8in220^ „. sin 90« + sin 34»^ v sin 60® — sin 40® 



sin 140 — sin IC^' ^ cos59<^ + cos 3* ' ^^ cos 50^30' — cos 10<>30' 

18. Beweise, daß für irgend zwei Winkel (a + ß) und (cc — ß) 
das Verhältnis aus a) der Summe und dem Unterschied der Sinus, 
b) der Summe und dem Unterschied der Cosinus, c) der Summe der 
Sinus und der Summe der Cosinus, d) der Summe der Sinus und 
dem Unterschied der Cosinus jener Winkel den Wert: a) tga:tg/3, 
b) — cotgoj • cotgj(3, c) tga, d) — cotg^ hat. — Beweise femer, daß: 

sin y — sin d cos & — cos y ^ •P^ f / _j_ /Q^ ^^^ ^ ^ — ^^^ ^ " ^ 

^ c09y-\-C08ä sin ^-j- sin 7 ' ^ ^^ "i" r/ sin 2a — sin 2^ 

XIX. Anwendung der log.-goniom. Tafeln im rechtwinkeligen 

Dreieck und im Kreis. 

1. Aufsuchen der Logarithmen der Funktionen zu 

gegebenen Winkeln. 

§ 39. a. lg sin 5« 40' = 2,9945 i. lg sin 28«11' = 1,6742 

b. lg tg 32« 50' = 1,8097 k. lg cos 26«53' = 1,9503 

c. Igcos 43«20' = 1,8618 1. Igtg 44«17' = 1,9891 

d. lg cotg 30« 10' = 0,28 56 m. lg cotg 4« 2' = 1,15 17 

e. Igcos 67«20' = 1,5859 n. Igtg 57«26' = 0,1947 

f. Igtg 84« 40' = 1,0299 o. Igcos 78«43' = 1,2915 

g. lg sin 53«30' = 1,9052 p. lg cotg 45« 2' -1,9995 
h. lg cotg 10«30' = 0,7320 q. lg sin 87«59' = 1,9997 

r. lg sin 77«17' s. Igtg 2«39' t. lg cotg 4«5' 

u. Igcos 57«58' V. Igtg 86«3' w. lg cotg 85« 4'. 
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2. Aufsuchen der Winkel zu gegebenen Logarithmen 

der Funktionen. 



[§ 39.] 



a) lg sin a; 

b) lg cos a; 

c) IgCOtgiT 

d) Igtga; 

e) Igsinrc 
g) IgcotgiT 



= 1,4567 
= 1,7489 
= 0,5649 
= 1,53 18 
= 1,2201 
= 1,5540 



(<^ X = 16«38') 
(<^ j: = 55^53') 
(<^^=15n4') 
(<^rr = 88n9') 
f) Igtgic =0,2999 
h) lg cos X = 1,83 74 



3. a) sinir = |; b) cosa; = -||; c) cotg^c^^^^^; d) tgir = f||. 

4. a) Wenn von den Stücken a, 6, c, a, ß eines rechtwinkeligen § 40. 
Dreiecks irgend zwei gegeben sind, welche und wie viele Einzel- 
aufgaben kann es hiemach geben? 

b) Welche dieser Aufgaben ist unbestimmt? Auf wie viele ver- 
schiedene Aufgaben lassen sich die übrigen zurückführen? 

5. In der folgenden Zusammenstellung sind je drei zusammen- 
gehörige Stücke eines rechtwinkeligen Dreiecks angegeben. Wähle 
beliebige zwei aus und * berechne das dritte ohne Benützung von Loga- 
rithmen* und dann mit Logarithmen. 



Nr. 


a 


h 


c 


a 


ß 


1. 


5 




10 


30« 


60» 


2. 


44 




56 


\ 53*10' . 


36»50' 


3. 




2,4 ; 


8 


62» 30' 


17»30' 


4. 




81,7 . 


95 


30»40' 


59» 20' 


5. 




8,37 ■ 


31 


74» 20' 1 

1 


15«40' 


6. 


116 




145 


: 53» 10' , 


36«50' 


7. 


. 70,2 




135 


, 31»20' 


58»40' 


8. 


1 


5 




1 11»20' 

1 


78»40' 


9. 


235 


94 




; 68» 10' 


21»50' 


10. 


23,4 


210,6 




6» 20' 


83»40' 


11. 


15 


3,6 ■■ 




76»30' 


13»30' 


12. 


136 


85 




■ 58» 


32» 



6. Wähle aus der folgenden Zusammenstellung pythagorei- 
scher Dreiecke (§29, lo Zus.) je zwei das Dreieck bestimmende 
Stücke aus, berechne die fehlenden und vergleiche die gefundenen 
Werte mit den in der folgenden XJbersicht enthaltenen. 



* Die Werte der Winkelfunktionen sind dabei auf zwei Bruchstellen genau 
aus der Funktionstafel zu entnehmen. 



220 



Rechtwinkeliges Dreieck (Kap. 9). 



XEX. 



[§ *0.] 



Nr. 


a 


b 


c 


1 « 


ß 


J 


1. 


3 


4 


5 


36052' 


530 8' 


! 6 


2. 


12 





13 


67»23' 


22*37' 


30 


3. 


7 


24 


25 


16*16' 


73044' 


84 


4. 


12 


35 


37 


18''55' 


' 71» 5' 


i 210 


5. 


140 


1 51 


149 


69<»59' 


: 20» 1' 


3570 


6. 


115 


252 


277 


24«32' 


65»28' 


14490 



7. Wie groß ist die Hypotenuse, wenn die Halbierende de« 
einen Winkels von 50® gleich 12 ist? 

8. Ein Weg sei unter einem Steigungswinkel von 4^30' ange- 
legt; wieviel Prozent Steigung hat er (d. h. auf je 100 Einheiten in 
wagrechter Richtung)? 

9. Wenn die Katheten a == 16 und & = 63 sind, wie groß sind 
a) die Halbierenden ihrer Gegenwinkel? b) die Teile von a, welche 
der Eckstrahl nach der Mitte von a bildet? 

10. Wie hoch ist ein auf einer Ebene stehender Turm, wenn er 
in einer Entfernung von 215 m unter einem Winkel = 12^23' er- 
scheint? (Von der Höhe des Beobachters ist abzusehen.) 

11. Die Spitze des Straßburger Münsterturmes erscheint in einer 
wagrechten Entfernung von a Metern unter einem gewissen Erhebungs- 
winkel, und dieser verdoppelt (verdreifacht) sich, wenn man um 
6 Meter näher herankommt. Wie groß ist der Winkel? und wie hoch 
der Turm? « = 1 km; 6 = 510,2 m (685 m). 

12. Wieviele Erdhalbmesser ist der Mond von der Erde entfernt, 
wenn ein Ort auf der Erde, wo der Mond gerade in wagrechter Rich- 
tung steht, uud ein Ort, wo er in lotrechter Richtung gesehen wird, 
um einen Bogen voneinander entfernt sind, der 57' weniger als einen 
Rechten umfaßt? (Benütze §39, 3u. g). 

13. Aristarch von Samos (250 v. Ch.) suchte zu ermitteln, wie- 
vielmal weiter die Sonne als der Mond von der Erde entfernt sei, 
indem er zur Zeit, da der Mond uns gerade zur Hälfte beleuchtet 
erscheint, wenn also der Winkel Sonne-Mond-Erde ein Rechter ist, 
den Winkel Mond-Erde-Sonne maß. a) Er meinte, dieser Winkel sei 
3^ kleiner als ein Rechter; welches wäre hiemach das Entfernungs- 
verhältnis? — b) Wie groß ist es dagegen, wenn tatsächlich jener 
Winkel nur 9' kleiner als ein Rechter ist? (Benütze §39, 3u. 6). — 
c) Wieviele Erdhalbmesser wäre hiernach die Sonne von der Erde 
entfernt, wenn der Mondabstand 60 Erdhalbmesser beträgt? — d) Wie- 
vielmal ist der Sonnenhalbmesser größer als der Erdhalbmesser, wenn 
ersterer unter einem Winkel von 16' gesehen wird? 
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14. Man soll die fehlenden Stücke eines rechtwinkeligen Drei- [§40.] 
ecks herechnen, wenn von ihm bekannt ist: 

a)a + 6 = 79, a = 14n5'; d) o + 6 + c = 132, /3 - 79»37' 

b) a - 6 = 1, ß = 46»24'; e) Ä, = 8, a = le^ö^; 

c) c-o= 7, a = 8»0'30"; 

f) a : 6 = 6 : c; (es sind nur die Winkel zu berechnen.) 

g) (>==2, a = 6307'; 

h) (> = 15, a + 6 + c = 176. 

16. Man soll beweisen, daß in jedem rechtwinkeligen Dreieck 
die folgenden Gleichheiten gelten: 

a) cotg -^ = -'] a) cos (a — jS) = sin 2a; 

b) a • cos a = h ' cos /3 = c • cos a • cos ^; 

c) (6 + c) • cos a + (c + a) • cos /3 = a + 6 + c; 

d) a — 6 = (c — 6) • cotg 2 — (c ~ a) • cotg|^-, 

e) 2 • c • cos* ^ = ^ + ^j f ) 2 • c • sin* ^- = c — a; 

g) 1 - tgy . tg ^ -= ^+1^7; ^) 2 • cotg/J : sin2a - c* : 6*; 

i) a + 6=«cy2cos^^; k) a- 6 = cy2 sin "'^-^. 

16. Sind a, b, c nnd a^, 6^, q die Seiten zweier pythagoreischen 
Dreiecke, so erhält man ein neues ans (ai^ + ba^), (bb^ — aa^), cc^^ 
in diesem ist ein Winkel gleich der Summe der betreffenden Winkel 
in jenen Dreiecken (Vieta). Beweis. — Es ergeben sich femer solche 
Dreiecke aus dem ersteren mit einem verdoppelten Winkel und den 
Seiten 2afc, (b^ — ^^), c^, mit dem dreifachen Winkel (3afe* — a^), 
(3a*6— 6»), c», dem vierfachen Winkel {4:ab^—4.a^), (b^—6a^b^ + a% 
c* u. s. w. 

17. Ein Ort habe ß^ geographische Breite. Wie groß ist a) der § 41. 
Halbmesser seines Parallelkreises? b) ein Längengrad auf ihm? [Erd- 
halbmesser = 6370 km]. ~ Beispiel für j3: a) 30^5' (Kairo); b) 52^30' 
(Berlin); c) 59«20f (Stockholm); d) 7inO' (Nordkap). 

18. Wie groß ist in einem Kreis, dessen Halbmesser = r ist, die 
Fläche zwischen zwei Sehnen, a) die von einem P^nkt des XJmfangs 
ausgehen und mit dem Durchmesser dieses Punktes die Winkel 45® 
und 36® auf den Gegenseiten (oder auf gleicher Seite) des Durch- 
messers machen? b) die parallel sind und je ^ des Umfangs zwischen 
sich haben? 

19. Wie groß ist die von einem Bogen und den Berührenden 
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[§ 41.] seiner Grenzpunkte begi'enzte Fläche, wenn der Halbmesser = r und 
der Mittelpunktswinkel des Bogens = /3 ist? — Beisp.: r = 24, j3 = 135®. 

20. Zwei geradlinige Schienengeleise würden sich in der Ver- 
längerung unter 108® schneiden; sie sollen durch einen Kreisbogen 
von 500 m Halbmesser verbunden werden, a) In welcher Entfernung 
vom Schnittpunkt muß der Bogen beginnen? b) Wie lang wird der 
Bogen? c) Wie viele Quadratmeter .Gelände werden zwischen dem 
Bogen und der Strecke seiner Grenzpunkte liegen? d) wieviel Ge- 
lände zwischen dem Bogen und den Verlängerungen der Schienen- 
richtungen bis zu ihrem Schnittpunkt? 

21. Der Venediger ist 3670 m hoch und liegt in der Mittags- 
linie von Venedig 100' (1®40') nördlich von der Stadt. Es soll er- 
mittelt werden, ob es denkbar ist, daß man von seinem Gipfel die 
Stadt sehen kann, indem man bestimmt a) wie hoch der Berg sein 
müßte, um bis in die Verlängerung der wagrechten Ebene der Stadt 
emporzuragen; b) wie groß der Winkel zwischen der Lotlinie des 
Berges und dem Erdhalbmesser nach dem Berührungspunkt der Be- 
rührenden ist, die von der Spitze des Berges an den Meeresspiegel 
geht. Der Erdhalbmesser ist 6370 km. (Benütze für sin 50' § 39, 3). 

22. Wie hoch ist der Teil der Lufthülle der Erde, der noch 
merkbar das Sonnenlicht zurückwirft, wenn diese schon 16® unt«r die 
wagrechte Ebene des Beobachters hinabgesunken ist, während der 
letzte Wiederschein der Dämmerung bei dieser Ebene gerade ver- 
schwindet? (Erdhalbmesser = 6370 km). 

23. Der Gipfel des Pik von Teneriffa erscheint am Meeresspiegel, 
wenn man sich 222 km entfernt und 10 m über der Meeresfläche be- 
findet. Welches ist die ungefähre Höhe des Berges? (Umfang der 
Erde = 40000 km. — Benütze § 39, 3). 

24. Wie lang ist ein nicht gekreuzter Treibriemen zu nehmen, 
der um 2 Räder laufen soll, deren Mittelpunktsabstand 1615 mm und 
deren Halbmesser 989 und 571 mm betragen? — Wie lang müßte 
der gekreuzte Riemen sein? 

25. An einen Kreis vom Halbmesser r gehen zwei Berührende 
= ^, die einen Winkel = r bilden; der zugehörige Mittelpunkts winkel 
sei /3, sein Bogen = 6, die Berührungssehne — s. Welche dieser 
Stücke müssen bekannt sein, damit man die übrigen zu berechnen 
vermag? — Man löse solche Aufgaben für die folgende Gruppe zu- 
sammengehöriger Werte: r = 20, t = 22,37, x = 82^36', ^ = 97^24', 
6 = 34, 5 = 29,82. 

26. Welchen Inhalt hat ein Kreisabschnitt, wenn dessen Sehne 
= 7 und Höhe = 2 ist? 

27. Eine Kreissehne von der Länge 2s teile den dazu senkrechten 
Durchmesser im Verhältnis von jp : g'. Wenn nun jeder Grenzpunkt 
des Durchmessers mit den Grenzpunkten der Sehne verbunden wird, 
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welche Winkel bilden die beiden Geradenpaare? und in welchem [§ 41.] 
Verhältnis wird die Kreisfläche geteilt, wenn 2s = 16 und p : q 
= 3:5 ist? 

28. Wenn ein Kreisausschnitt durch seine Sehne halbiert wird, 
welche Gleichung bestimmt den Mittelpunktswinkel? 

XX. Die Winkelfunktionen im gleichschenkeligen Dreieck 

und regelmäßigen Vieleck. 

1. Im gleichschenkeligen Dreieck möge a den Schenkel, b die 
Grundseite und a den Winkel an ihr bedeuten. Man soll nun aus 
der folgenden Tafel zusammengehöriger Werte einzelne Aufgaben 
bilden und zwar je nachdem a) a und i, h) a und /3, c) 6 und a, 
d) b und A, e) a und h, f) h und ß gegeben sind. 



Nr. 


a 


b 


a 


ß 


h 


J 


1. 


14,3 


11 


67023' 


45» 14' 


13,2 


72,6 


2. 


53 


56 


58« 7' 


63»47' 


45 


1260 


3. 


1,7 


1,6 


61*56' 


56» 9' 


1,5 


1,2 


4. 


1,13 


0,3 


82» 22' 


15« 15' 


1,12 


0,168 


5. 


96,5 


168 


: 29» 29' 


121» 1' 


47,5 


3990 


6. 


233 


210 


• 63« 13' 


53» 34' 


208 


21840 


7. 


425 


832 


Il«49' 


156»22' 


87 


36192 



2. Der Winkel an der Spitze eines gleichschenkeligen Dreiecks 
sei in drei gleiche *Teile geteilt; in welchem Verhältnis stehen die 
Abschnitte der Grundseite? 

3. Eine Strecke erscheint, von einem Punkt ihrer Mittelsenk- 
rechten aus betrachtet, unter einem Sehwinkel a, von einem um a 
näheren Punkte unter dem Sehwinkel ß. Wie lang ist die Strecke? 
— Beispiel: a = 17,3; <^ a = 13«; ^ ß == 27^35'. 

4. Wie weit muß mir Jemand a) den 2 cm breiten Finger, 

b) eine Stricknadel von 3 mm Dicke vom Auge entfernt halten, um 
damit den Vollmond zu bedecken, der eine scheinbare Breite von 31' 
hat? (Benütze § 39, 3). 

5. Eine Sehne und die mit ihr parallele Berührende, die durch 
die Schenkel des zugehörigen Mittelpunkts winkeis begrenzt wird, ver- 
halten sich wie 3 ; 5. Wie groß ist dieser Winkel? 

6. Der Umfang eines regelmäßigen a) Fünfecks, b) Neunecks, 

c) Fünfzehnecks betrage u (= 100); wie groß sind die Eckenlinien 
des bezüglichen Vielecks? 

7. Albrecht Dürer gibt an, die Seite des einem Kreis ein- 
beschriebenen Siebenecks sei annähernd gleich der halben Seite des 
einbeschrieben^n regelmäßigen Dreiecks. Wie weit ist dies genau? 
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[§ 41.] 8. Wieviele Millimeter muß der Halbmesser eines Kreises lang 

sein, wenn ein regelmäßiges Neuneck von 10 mm Seite einbesehrieben 
werden soll? 

9. Der Umfang eines Kreises sei u (« 60); wie groß ist der 
Umfang des ihm um beschriebenen regelmäßigen Siebenecks? 

10. Wie groß ist der Inhalt eines regelmäßigen Fünfecks, wenn 
dessen Eckenlinie = 6,8 ist? 

11. Beweise lür das gleichschenkelige Dreieck die folgenden 
Gleichheiten (vgl. Aufg, XIX, 15): 

a) a + 6 — 6 • cos a — a - cos ß — 2a - cos « = O5 

b) (2a-6).tg^ =6.tg^=2p. 

12. Wenn in einem Dreieck cos/3== --- — , so ist dasselbe gleich- 

' 2siny' ° 

schenkelig. — Andeutung: Benütze den Nebenwinkel von a. 

13. Wenn in einem Dreieck a tga + 6 tg/3 = (a + &) • tg ^-k- , 
so ist -^a = ß , 



Aufgaben zum zehnten Kapitel. 

XXI. Die Winkelfunktionen im schiefwinkeligen Dreieck. 

§42. 1. Bestimme A) durch die Funktionstafel: 

a) sinl38^ b) cos 153^ c) tgl040, d) cotg93o. 

B) durch die log.-goniom. Tafel: 
e) sinl38H5'; f) cos 153^2'; g) tg 104^8'; h) cotg93n6'. 

2. Bestimme den Winkel A) durch die Funktionstafel: 

a) sin a = 0,85 72 (2 Werte), b) cos a = - 0,891, c) tg a ^ 1,327, 

d) cotga-- 1,804. 

B) durch die log.-goniom. Tafel: 

e) lg sin a == 1,8673 (2 Werte), f) lg cos a = 1,6073 (— ), 
g) lg tg a = 1,8005 (— ), h) lg cotg a = 0,9405 (— ) . 

3. Von folgenden Winkeln sollen Sinus und Cosinus in den be- 
kannten Wurzelgrößen für die Funktionen der betreffenden spitzen 
Winkel ausgedrückt werden erstens durch Benützung des entsprechenden 
Nebenwinkels und zweitens durch Zerlegung des Winkels a) 120^, 
144^ 150« in 2 gleiche Teüe, b) 105«, 108«, 135« in ungleiche Teile. 

§ 43. 4. WeDu die Winkel eines Dreiecks a) 45«, 60«, 75«, b) 15«, 45«, 

120«, c) 30«, 60«, 90« messen, welches Verhältnis haben diese Winkel 
und die bezüglichen Gegenseiten? (Probeweise Messung.) 

6. Wenn sich die Winkel eines Dreiecks verhalten wie a) 1:2:3, 

b) 2:3:4, c) 4:5:6, welche Größe haben die Winkel? und wie 
verhalten sich die Seiten? 
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6. Wenn die Seiten eines Dreiecks das Verhältnis a) 2:3:4,[§43]. 
b) 4 : 5 : 6, c) 3 : 4 : 6, d) 4 : 9 ; 12 besitzen, wie groß sind dessen 
Winkel? Wie groß aber, wenn das Seitenverhältnis e) 1:2:3 an- 
genommen würde? 

7. Welchen Wert liefert der Cosinussatz für c^, wenn a) y »- ^R, 
b)^y = fü, c)a = cist? (Vgl. Aufgaben Xn, 11.) ' 

8. Was gilt für den Winkel, wenn der Cosinussatz für cosa 
einen negativen Wert liefert? (z. B. für a = 9, 6 = 5, c = 6). 

9. Der Sinussatz erscheint in drei Formen. Wie läßt sich, wenn 
zwei derselben angenommen werden, die dritte ans ihnen allein durch 
Rechnung ableiten? — Ebenso für die Sätze in § 43, s und 4. 

10. a) Wie läßt sich unter Annahme des Sinussatzes und des 
Satzes von der Winkelsumme = 2R der Satz der Abschnitte (§43,3) 
und der Cosinussatz allein durch Rechnung ableiten? 

Ebenso sollen je die beiden andern Sätze b) aus dem Satz von 
den Seitenabschnitten, c) aus dem Cosinussatz abgeleitet werden. 

Andeutung zu a): Entwickle sin a == sin (/3 + y) und teile die 
Gleichung durch sina. 

Zu b): Berechne aus zwei Formeln dieselbe Seite und setze die 
Werte gleich; — femer vervielfache die Werte für a, 6, c mit a, 6, c 
und bilde die passende Summe. 

Zu c): Aus cos« berechne sin— und cos— und benütze .§ 35,2, 

— femer berechne b • cosy und c • cosj3. 

11. Wie lassen sich aus der einzigen Annahme der drei Glei- 
chungen: 

a + ß + y = 2Ry a=^h cos y -\- c cos /S, 6 : c == sin /3 : sin y 

alle übrigen Formeln in §43, i— 6 ableiten? 

12. Löse die sogenannten Cagnolischen Gleichungen in §43, 5 
nach b und c als Unbekannten auf und vereinfache möglichst. — 

Andeutung: Beachte, daß sin -^ = cos -^-J-^ und cos ![ ==sin -^ ^. 

13. Erhebe die Cagnolischen Gleichungen (§ 43,5) in den zweiten 
Grad und zähle zusammen. 

14. Aus den Formeln für sin— und cos— in §43,6, Anm. soll 

man a) den Satz sin^a + cos^a =» 1 bestätigen, b) die Werte für sin a, 
cos«, tga berechnen. 

16. Fällt man vom Schnittpunkt einer Winkelhalbierenden mit 
der Gegenseite eine Senkrechte auf eine der andern Seiten, so ergibt 
sich auf dieser zwischen dem Scheitel und der Senkrechten ein Ab- 
schnitt, der für alle solche Dreiecke über der Gegenseite der gleiche 
bleibt, in denen die Summe der beiden andern Seiten (Fahrstrahlen 
der Ellipse) unveränderlich ist. 

Henrici u. Treutleiii) Lehrb. d. Elem.-Oeometrie. H. 3. Anfl. 15 
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[§ 43]. 16. In jedem Dreieck gelten die Gleichungen: 

a) 6 cos /3 + c cos y == a . cos (/j — y), 

b) a (6 cos y — c cos /J) = 6^ — c^. 

(Geometrischer Beweis oder durch Rechnung.) 

c) (a + b) cos y + (6 + c) cos a + (c + a) cos ß ^ a + b -\- c. 

(Zuerst geometrischer Beweis.) 

d) i-tg^.tg|-= J' . 

/ "^2 °2 a-\-b-\-c 

17. Für den Fall, daß ^ (« + /J + j/) = 2Ü, sind die folgenden 
Gleichheiten nachzuweisen: 

a) tga + tg/J + tgy « tga • tg/3 • tgy; 

t>) cotg Y + cotg f + cotg "1^ - cotg I . cotg I . cotg ^ •, 

c) 1 — 2 • cos a ' cos ß • cos 7^ = cos^ a + cos^ ^ + cos^ 7^; 

d) cotff a + .- ^- . - == cotg ß + -^ -. — = cotg y + -^—ä—^ 

'' ^ sin p sin y ° '^ ' sm a • sm y '^^ ' ' sin p • sin a 

e) sin 2a + sin 2ß + sin 2y = 4 • sin a • sin /3 • sin j^. 

Andeutung: Wende auf sin2a + sin2/3 Formel XI (S. 136, 
§ 38, 1) an und setze sin 2y = — 2 • sin y • cos (a + ß). 

OL O V 

f) cos a + cos ^ + cos 7^ = 1 + 4 • sin • sin -- • sin -^ • 



Andeutung: Wende auf cosa+ cos/3 Formel XI an und setze 

— • 

2 



cos )/ = 1 — 2 • sin^ 



XXII. Seiten und Winkel des schlefwiukeligen Dreiecks. 

I. Fall. 
§ 44. Die fehlenden Stücke eines Dreiecks sollen berechnet werden, 

wenn gegeben ist: 

1. a = 56, ^/3 = 49057; ^y = 68020'. 
Erg,: 6 = 48,68; c=59,l. 

2. 6 = 342,1, <^ a = 18^33', <^ y = 5P20'. 
Erg.: ^ = 110^7; a = 115,9; c ^ 284,4. 

3. c = 0,99, <^ ^ = 100^, ^y^ 32^50'. 

4.6=^1, <^a«29n', <^y = 54«. 

6. Bei der Vermessung des Großherzogtums Baden (vgl. das 
Kärtchen) wurde im Nordwesten des Landes die Strecke Speyer-Oggers- 
heim = 19759 m gemessen. Wenn nun auch die in der Nähe liegenden 
Punkte Calmit, Königstuhl (bei Heidelberg), Melibokus mit ihren 
Anfangsbuchstaben bezeichnet werden und wenn gemessen wurde: 
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^ SOC^ 62«3r, ^ CSO = 75«24', ^ SKO = 45«28', [§ ^M 

^ iTOS = 5502I', ^ iTJIf = 46^25', ^ ilf OiT = 74^59; 

welche Entfemung haben irgend zwei Punkte voneinander? 

6. Während die Sonne gegen Süden steht und ihre Strahlen 
einen Winkel a mit der wagrechten Ebene bilden, werde ein Stab 
schräg in den Boden gesteckt, so daß er gegen Norden geneigt ist 
und mit der Länge a hervorragt, a) Wie groß ist die Schattenlänge, 
wenn der Neigungswinkel des Stabes ß ist? b) Bei welchem Nei- 
gungswinkel des Stabes wird der Schatten am längsten? c) bei 
welchem am kürzesten? d) bei welchem gleich der Stablänge a? 

7. Ein Winkel ÄSB sei = 70«20' und ÄJ. - 41 m gemessen. 
Nun soll in J. zu -45 die Senkrechte AN errichtet werden; es ge- 
schieht dies mit einer ungenauen Kreuzscheibe, welche Winkel von 
890 und 91® gibt (statt 90«). Wenn nun die mit Benützung des 
ersten Winkels erhaltene Sehlinie auf SB io Q, die zweite Sehlinie 
in jR und J.^ in JV^ einschneidet, wie groß sind die Fehler NQ und 
NR? — Antwort: NR = 6,256 m. 

8. In einem gleichseitigen Dreieck, dessen Seite = a, werde ein 
Winkel in drei gleiche Teile geteilt. In welche Teile wird hierdurch 
die Gegenseite jenes Winkels geteilt? 

IL Fall. 
Die fehlenden Stücke eines Dreiecks zu finden aus: 

9. a = ll, & = 9; ^7/ = 47030'. 

Erg: c== 8,260; ^a^79^y. 

10. a = 7, 6 = 10; <^ y = 100«. 

11. 6 = 79, c=^ 101; ^ a =. 119^42' Erg.: a = 156. 

12. a = 59,38, c = 72,01, ^ /3 = 68«!'. 

13. a) In ein Bahngleis ABC mündet bei B ein zweites Gleis 
FB ein unter einem Winkel ABF = 32^20'. Wenn nun von B zwei 
Züge ausgehen, der eine nach F zu, der andere nach A mit einer 
Geschwindigkeit von 12,5 und 14 m in der Sekunde, wie weit sind 
die Züge nach 4^ Minuten voneinander entfernt? 

b) wie weit, wenn der letztere Zug von B nach C fährt? 

14. a) Wie lang ist A^B^ in Fig. 5 (S. 12), wenn 

<^Ä=14n5' und 5^ = 65, SB ^93, AA^=^lb? 

b) Dieselbe Aufgabe ist für Fig. 23 (S. 23) zu lösen, nur daß 
nicht AA^j sondern AB^^ =46,6 gegeben sei. 

16. In einem Parallelogramm sind die Eckenlinien und ihr 
Winkel gegeben: 38,70, 43,59, 123H5'. Wie groß sind die Seiten 
und Winkel des Vierecks? 

16* 
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[§ 4^] 16. In einem gleichseitigen Dreieck ist eine Seite in drei gleiche 

Teile geteilt und die Teilpunkte seien mit dem Gegeneck verbunden. 
Welche Winkel entstehen an diesem Gegeneck? (Vgl. Aufg. 8.) 

17. In einem Dreieck ist eine Seite dreimal so lang als eine 
andre und der eingeschlossene Winkel 40®. a) Wievielmal übertrifft 
die dritte Seite die kleinste? b) Wie groß sind die beiden andern 
Wiokel? Jede Größe soll unmittelbar aus den gegebenen Stücken 
berechnet werden und dann c) sollen noch die drei Größen aus 
zwei Formeln abgeleitet werden, die die drei Unbekannten vermischt 
enthalten. 

18. Von einem Kreispunkt aus gehen zwei Sehnen AB = 140,3 
(10,35) und ^(7 = 543 (14,14) und bilden einen Winkel = 150« (60«). 
Welchen Winkel bildet die Berührende in J. mit der Schnittgeraden 
BCi und wie groß sind die Strecken der Berührenden und der 
Schnittgeraden ? 

19. Von einem Viereck, dessen zwei gegenüberliegende Winkel 
{ah) und {cd) gleich seien, sind die Seiten gegeben == a, 6, c, d. 

Wie groß sind die gleichen Winkel? — Beispiel: a = 19, fe = 21, 
c== 13,55, d = 24. 

Andeutung: Berechne die Eckenlinie, die nicht durch die 
gleichen Winkel geht, zweimal und setze die beiden Werte gleich. 

III. Fall. 

Die fehlenden Stücke eines Dreiecks zu finden aus: 

20. a = 4, & = 5, c = 6. [Wie läßt sich zeigen, daß 
<^ afe = 2 . <^ fec ist?] 

Erg.: a == 41«25'-, ß = 55M6'. 

21. a = 21, 6=17, c= 10. 22. a=75, 6 = 92, c = 29. 

23. a - 277, 6 = 373, c = 390. — Erg.: y = 72^2'. 

24. a = 70,85, 6 = 4,35, c = 71,44. 

25. a) Von drei Kreisen berühre jeder die beiden andern aus- 
schließend. Welche Winkel bilden die Mittellinien miteinander? — 
r^ = 3,56; r^ = 5,009 ; r^ = 14,7 . 

b) Wenn aber der größte der Kreise die beiden andern ein- 
schließend berührt, wie löst sich nun die Frage in a)? 

26. Zwei Kreise mit den Halbmessern r^ = 13 mm und r^ = 7,6 mm 
haben einen Mittelpunktsabstand d = 31 mm. Welchen Winkel bildet 
ein äußerer Ahnlichkeitsstrahl mit der Mittellinie, wenn sein bis 
zum kleineren Kreise reichendes kleineres Stück = 40 mm ist? 

27. Eine (wagrechte) Strecke a werde von einem Punkt aus 
betrachtet, der von ihren Grenzpunkten um h und c entfernt ist. 
a) Unter welchem Gesichtswinkel erscheint a? ß) Unter welchem 
Gesichtswinkel erscheint aber die Strecke a, wenn sie von einem 
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ihrer Mitte gegenüberliegenden gleich weit wie vorhin entfernten Punkt C§^^] 
aus betrachtet wird? — Beispiel: a = 5, b = 7 , c «= 9. 

28. Wie groß sind die Winkel (und Eckenlinien) eines Trapezes, 
dessen Parallelseiten sind a = 19, c = 4,5 und dessen andere Seiten 
sind 6= 15, d=7,8? 

IV. Fall. 

Die fehlenden Stücke eines Dreiecks zu finden aus: 

29. a = 15, fe = 13, a = 67^ 
Erg.: ß = 52^55' oder =? 

30. b = 203, c = 245, y = 96^24'. 

31. c = 17, a = 12, « = 28^ 
Erg.: 6 = 23,97 oder 6,047. 

32. a == 573,9, b = 499,1 , ^a = 97^38'. 

33. c = 35 , a = 26,98 , <^ « = 49H0'. 

34. Von der Spitze eines gleichschenkeligen Dreiecks, dessen 
Schenkel = s, sei nach der Grundseite eine Strecke = t gezogen, 
welche mit ihr einen Winkel r bildet. Wie weit ist der Endpunkt 
der Strecke t vom Grenzpunkt der Grundseite entfernt? — Beispiele: 

1) 5 = 19, ^ = 32, <^ r = 31H2'-, 2) 5 = 19, ^ = 16, <^ r = 31H2'. 

36. In einem Kreis vom Halbmesser r sei eine Sehne s und in 
deren einem Grenzpunkt die Berührende gezogen. Wenn vom andern 
Grenzpunkt von s aus nach der Berührenden hin eine Strecke = v 
abgetragen wird, welche Strecke wird vom Berührungspunkt aus auf 
der Berührenden begrenzt? — Beispiel: 

r = 6-, s = 8,9; V = 7,04. 

XXIU. Berechnung des Inhalts und weiterer Stücke im Dreieck. 

1. Berechne die Inhalte der Dreiecke in XXII, i— 4; 9— 12; § 45. 

20— 24; 29— 33- 

2. Es sei der Inhalt eines Dreiecks ef = 1537 gegeben und: 

a) a = 82,5 und & = 70,09; 

b) a = 46 und ^« = 34^58'; 

c) <^a = 22^29' und <^ /3.= 105«; 

man soll die fehlenden Stücke des Dreiecks berechnen. 

Andeutung zu a): Zeige auch durch Zeichnung, daß zwei Drei- 
ecke möglich sind. 

Andeutung zu b): Berechne b • c und b^ + c^ und hieraus (& -(- c) 
sowie (6 — c). 
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[§ 46.] 3. Wie läßt sich aus Formel XVIII (§ 45, i) ableiten, welches 

Dreieck bei zwei gegebenen Seiten den größten Inhalt hat? 

4. Welche Formel erhält man, wenn man Formel XVIII (S. 152) 
in dreifacher Weise anschreibt, wenn man dann zwei Ausdrücke mit- 
einander vervielfacht und das Produkt durch den dritten teilt? 

6. Wie leitet man den Satz in § 26, 4 (S. 93) aus Formel XVIU ab? 

6. Wie läßt sich der Inhalt eines Vierecks durch seine Ecken- 
linien d und e und durch den von ihnen gebildeten Winkel 9? aus- 
drücken? 

7. a) Man soll den Inhalt eines Parallelogrammes durch zwei 
anstoßende Seiten a und b und den von denselben eingeschlossenen 
Winkel y ausdrücken? 

b) Dasselbe für eine Raute mit a und y, 

8. Welche Größen haben die Eckenlinien einer Raute, wenn 
deren Inhalt eT" und eine Seite a bekannt sind? — Beispiel: J== 719 
und a = 30,2. 

9. Wie berechnet man Seiten und Winkel eines Parallelogramms, 
dessen Eckenlinien e und f und Inhalt J bekannt sind? 

Beispiel; e =- 59, /'=35,8, J= 808,7. 

10. Von einem Viereck seien zwei Gegenseiten a und c und die 
Winkel gegeben. Wie groß ist sein Inhalt? 

Andeutung: Bringe die nicht gegebenen Seiten zum Durch- 
schnitt und benütze § 45, 2 zweimal. 

11. Leite die in § 27, 8 (S. 99) gefundene Formel für den Flächen- 
inhalt eines Sehnenvierecks auf trigonometrischem Wege ab. 

Andeutung: Berechne eine Eckenlinie zweimal und aus der 
hieraus folgenden Gleichung den Cosinus des ihr gegenüberliegenden 
Winkels. 

12. AM und CQ sind zwei der äußeren Grenzlinien zweier 
Grundstücke, die in den Strecken AB und BG aneinander grenzen. 
Man soll letztere Grenze durch eine von A ausgehende gerade Grenze 
AD ersetzen. Wie groß muß CD == x auf CQ werden, wenn BC = a, 
AB = c, ^ABC=ß und ^BCQ==ö gegeben sind? (Beispiel: 
^/3 = 60^ (^ = 30^) 

13. Von einem rechtwinkeligen Dreieck sind die Katheten a, h 
gegeben. Wie groß ist die Halbierende des rechten Winkels im 
Dreieck? 

14. Von einem Dreieck, dessen Seiten a, 6, c (9, 16, 24) gegeben 
sind, soll die Halbierende des Gegenwinkels zu c berechnet werden. 

16. Beweise, daß im beliebigen Dreieck folgende Gleichungen 
gelten : 

a) AiV ' Q ' s = a h ' C] 

b) ()i = 6 ' sm y . cos I : sin -^ ; 
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, cos--— , , ^^ 



d) 



• ß — 7 
sm—: - , 

^^ ' "" COS- 



e) (>i + (>2 + Ps — (> = 4r; 

f) (>i + (>i + (^3 ~ 3r = r • (cos a -f cos ß + cos y) = r + p. 

16. Man soll aus den folgenden Angaben die Stücke eines Drei- 
ecks berechnen, und zwar in Rückführung auf die vier Grundauf- 
gaben über Dreiecke: 

a) a + &, a — 6, y; b) a + &, a — &, c; c) a — b, h — c, s; 

d) a + b + c, a — b, b — C] e) a, a — /S, y; f) a -f 6, , , y . 

17. Ebenso wie in Nr. 16, jedoch durch Benützung rechtwinkeliger 
Dreiecke: 



a) Äj, b, c; b) h^, b, /S; c) \, cc, 


^; 


d) Äi, a, fe; e) ä^, a, /3; f) Ä^, fc, 


«; 


g) Äi, c^, &; h) Ai, Aj, a; i) 6 + c, Ai, 


^; 


h) a + b, Ai, e^; 1) a, %, A^; m) ^i, A^, 


C. 


18. Ebenso wie in Nr. 16, jedoch unter Benützung von passen( 


len 


Hilfsdreiecken: 




a) a, b, ^i; . b) a, ß, w^; c) w^, cc, /S; 




d) a, a, b + c; e) a, /3, fc -h c; f) a, /3, fc + c; 




g) a, y, 6 c; h) a, y, & c; i) a + b + c, a, /3; 




k) c, &, m^; 1) t»!, m^, a; m) a + 6 -f- c, A^, /3, 





XXIV. Anwendung der Dreieckspechnung auf Vermessungen. 

Vorbemerkung. Das Feldmessen (die praktische Geometrie, § 46. 
Topographie, Geodäsie), aus dem sich wohl in Ägypten die reine Geome- 
rie entwickelte, hat die Aufgabe, die gegenseitige Lage der Orte eines 
Bezirks festzustellen, teils zur Bestimmung der Größe der Grundstücke, 
teils zum Entwurf von Plänen und Karten. Die Orte werden durch 
Signale (Pftlhle, Stäbe, Stangen, Steine, Türme) bezeichnet. Zum Messen 
der Strecken benützt man zwei hölzerne Meßlatten von 5 m Länge, 
die abwechselnd aneinander gelegt werden. Wo es sich um genauere 
Messungen handelt, gebraucht man Meßstangen aus Metall, welche wag- 
recht auf Böcke gelegt werden imd deren kleiner Abstand jeweils durch 



232 Feldmessen (Kap. 10). XXIV. 

[§ 4:6.] einen Meßkeil (siehe Aufg. III, s) gemessen wird. Zum Wagrechtlegen 
benützt man eine Libelle; diese besteht aus einer Glasröhre (oder Dose), 
die in Messing gefaßt und mit einer Flüssigkeit (Äther) fast vollständig 
gefüllt und so in der Mitte gekrümmt ist, daß bei wagrechter Lage die 
Blase über der Flüssigkeit in der Mitte steht. — Die genaueste Längen- 
messung ist notwendig zur Bestimmung der Grundlinie (Basis) einer 
Landesvermessung. Es wird hierzu eine etwa 10 km lange Standlinie 
möglichst genau gemessen. Von den Endpunkten der Standünie aus 
werden die Winkel der Standlinie mit den Sehlinien nach andern -Punkten 
bestimmt und von letzteren wieder die Winkel nach weiteren Punkten. 
Auf diese Weise wird ein Netz von Dreiecken erster Ordnung* über 
das Land gelegt, deren Seitenlängen die ein- bis dreifache Länge der 
Grundlinie haben und an die sich dann Dreiecke zweiter und dritter Ord- 
nung mit geringerer Seitenlänge anschließen. Zur Bestimmung der Lage 
der Netzpunkte werden deren Abstände vom Meridian und Parallelkreis 
der Sternwarte des Landes berechnet. An die so bestimmten Punkte 
knüpfen sich dann die Messungen mit Meßlatten und Kreuzscheibe für die 
kleinsten Bezirke an. 

Als Winkelmeßinstrument dient der Theodolit. Dieser hat eine 
kreisförmige Scheibe (Alhidade), die mit einer Libelle durch drei 
Fußschrauben wagrecht gestellt wird und um eine lotrechte Achse 
drehbar ist. Die Größe der Drehung dieser Scheibe wird auf einem sie 
umfassenden Eand (Limbus), der mit einer Kreisteilung versehen ist, ab- 
gelesen (Horizontalwinkel) mit Hilfe zweier auf der Scheibe befind- 
lichen Nonien (vgl. L Teil, Aufg. IV, is). Die Scheibe trägt die Lager 
einer wagrechten Achse, mit der ein Femrohr und ein lotrechter 
geteilter Kreis verbunden ist, der Höhen- oder Vertikalkreis, dessen 
Nonius an dem Lager der Achse befestigt ist. Dieser Kreis dient zur 
Messung von Höhenwinkeln bei Höhenbestimmungen. Um das 
Femrohr wagrecht zu stellen, ist auch dieses mit einer Libelle, versehen. 
Das Ganze ruht auf einem zusammenlegbaren Dreifuß. 

§46,A. 1. Zwei Orte Ä und B, zwischen denen man nicht hin und 
her sehen kann, sollen durch eine geradlinige Straße (Tunnel) ver- 
bunden werden. Man wählt den seitlich gelegenen Punkt C und mißt 
^(7= 168 m, jBC= 137,5 m und ^(7=74^29'. Wie lang wird 
die Strecke und welche Winkel macht sie mit AC und BC? 

2. Wenn in Fig. 161 (S. 155) die Strecken CA, CB, a^, ft^, q die 
Größe 122, 464, 102, 61, 109 haben, wie groß ist AB? 



*) Siehe das Kärtchen am Ende des Buches und vergleiche Aufgabe XXII, 5. 
Außer der Grundlinie Speyer-Oggersheim (19 794,6 m) wurde zur Prüfung die 
Elsässer Grundlinie Sausheim-Oberhergheim (19044,387 m) benützt, die eine 
Übereinstimmung bis 8,3 Milliontel ergab. Nach Osten wurde angeschlossen an 
die Linie Ludwigsburg-Solitüde (13 032,144 m), nach Norden anDarmstadt- 
Griesheim (7749,538 m). 
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3. Um die Breite AB eines Flusses zu bestimmen, mißt man[§*6, A.] 
am einen Ufer eine durch B gehende, beiderseits B sich erstreckende 

zu AB senkrechte Strecke QB^ 150 m und die Sehwinkel nach A 
bei Q = 40« und bei B = 61^ Wie groß ist ABl 

4. Um die Breite AB eines Flusses zu bestimmen, sei auf der 
Verlängerung von AB ein Punkt C gewählt und von ihm aus unter 
dem <^ y eine Strecke CF = n gemessen und außerdem noch 
^ CFA = a und CFB = ß. Wie groß ist AB? 

Beispiel: n = 33; < « = 105H0'-, <^ ^ = 65<>; < y = 49<>37'. 

6. Die Grenzpunkte einer Strecke LJtf= a sind unzugänglich. 
Es sollen aber ihre Entfernungen von einem seitlich liegenden Punkt 
V bestimmt werden, wobei L und M von V aus sichtbar seien. Zu 
diesem Zweck wählt man auf der Verlängerung von LM einen zu- 
gänglichen Punkt S und mißt allein die Winkel LYM^a, MVS 
= /8 und rSM=y. Wie groß sind LV und MV? 

Beispiel: a = 44,5 m; < a = 70«; < ß = 14«; <K 7 = 31«. 

6. Die Länge einer Strecke AB, die nur bei A zugänglich ist, 
soll bestimmt werden. Man mißt unter einem Winkel BAY = 62« 24' 
eine Strecke ^ T = 48 m und in F unter dem Winkel AYZ =^ 11 7« 36' 
die Strecke YZ = 69,4 m und noch den Winkel YZB = 108«. Wie 
groß ist AB? — Andeutung: Ziehe die zu ZB Parallele durch Fusw.; 
oder ^benutze den Schnittpunkt zweier Gegenseiten. 

7. Die Größe der nur bei P zugänglichen Strecke PQ soll be- 
stimmt werden. 

a) Man mißt hierzu seitwärts von P aus PR = 79,08 m und 
andrerseits von PQ die Strecke PS = 62,9 m, ferner die Winkel 

i?PÄ = 99«59', <P>S^ = 67«2,5', < PE^ = 60«20'. 

b) Es können auch PR und PS auf derselben Seite von PQ 
augenommen werden « RPQ < SPQ)-, dann sei < RP8 = 9«10', 
alles Übrige ungeändert wie bei a). 

Andeutung: Bezeichne die Teile des <i RPS durch x und y 
und berechne PQ zweimal. 

8. Man befindet sich auf einer Flußinsel und soll die Breite AB 
des Flusses bestimmen. Man mißt auf der Insel in der ungefähren 
Flußrichtung eine Strecke QR = l und in deren Grenzpunkten die 
Winkel a==AQR, ß = RQB, y = QRA, d = BRQ. — Beis^^ieh 

Z=:28,7; «=:91«50'; i3 = 71«43'; y == 58«29'; * = 74«. 

9. Es soll in Fig. 162 (S. 156) AB berechnet werden, während 
die gemessenen Stücke seien: 

a)a- 38; «= 86«20'; /3 = 23«; «^ = 48«50'; /^^ = 129«. 

b)a = 250,6; a == 118«34'; /S =- 56«2'; «^ == 34«35'; /S^ = 90«r. 
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[§ 46, A.] c) In welcher Beziehung steht die Aufgabe Nr. 8 zu den vor- 

stehenden a) und b)? 

10. Man wünscht die Entfernungen zwischen drei unzugäng- 
lichen Punkten A, B, C kennen zu lernen. Man stellt sich deshalb 
in gerader Linie mit AB auf, mißt dann die Strecken p und q^ längs 
welcher man sich, senkrecht zu ABj seitwärts begeben muß, um erst 
mit A und C, dann mit B und C in einer Geraden zu sein; in den 
neuen Stellungen mißt man die Sehwinkel a und ß für AB. Es ist 
zu zeigen, wie die gewünschten Strecken gefunden werden können. 
— Beisp.: p = 8,9; g = 16; « = 103«; ß « 99^ 

11. a) Von zwei Standpunkten C und D aus (Fig. 162, S. 156), 
sieht man nach den Grenzpunkten einer bekannten Strecke AB ^ l 
und mißt die Winkel AGB = a, BGB - ß, GBA = c^, GBB = ß^. 
Wie lang ist GB? 

Für die folgenden Beispiele soU zuerst die ungefähr entsprechende 
Figur gezeichnet, dann CB berechnet werden: 

a) l - 280; a = 91^30'; ß = 23»; «^ = 41»; ß^ = 123«52'. 

b) l = 301,9; a = 96«; ß = 51H2'; a^ = 19H8'; ß^ = 53^ 
c)i= 196,5; «=«74020'; |3 -= 36«; «^ = 57«44'; ß^ ^ 4P30'. 

11. b) Zur Lösung der Hansenschen Aufgabe §46,4, (S. 156, 
Fig. 162) weise man nach, daß der Winkel BAB == q) durch die Glei- 
chung bestimmt ist: 

sin (ßi — «1 + ff) sin (a + o^) sin |J ^ 

sin (p sin a sin (ß + ß^) 

und daß dann: 

m g Bi n y sin (ß + ft) 
Sin (pi — «i) sin ß 

Beispiel ohne Log: a = 75®, ß = 45<>, «^ = 30®, ß^ = 90®. 

Ergebnis: g? = 60®, GB^c. 

12. Wie weit ist ein Punkt S von drei Punkten A^ B, G einer 
Geraden entfernt, wenn AB = Z^, 5(7 = l^ und ^ J-ÄB = a^, 
<^ BSG == a^ gemessen sind? 

Beispiel: 

a)?i= 17,93; ?j = 26; (^ = 42®; «^ = 46®53'. 
b) l, = 201,5; l, = 109,5; «^ = 28®9'; «^ = 43®2r. 

13. Nach dem Plan einer Stadt liegen die 3 Punkte T, JE", M 
in einer Geraden, deren wagrechte Abstände aus diesem Plan ent- 
nommen wurden: T-fir=950m, KM ^ 625 m. Um die Lage des 
neuen, nicht in dem Plan verzeichneten Gebäudes G zu bestimmen, 
wurden von seiner Plattform aus die Winkel TGK = Ab^bd' und 
iTöitf =23®13' gemessen. Wie lang ist GK, GT und GM^ 
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14. In Fig. 163 (S. 156) soll die Entfernung des Punktes B [§ 46. A]. 
von A (oder B oder C) berechnet werden, wenn gegeben ist: 

a) a = 30; ft = 31; y = 101«; a = 26«; ß = 29«. 

b) a = 14; t = 44; y = 106«15,6'; « = 18«55,5'; ß = 67«22,8'. 

c) a = 861; 6 = 162,5; y = 120«30,6'; a = 91«22,8'; ß = 18«55,5'. 

d) a = 19,45; l = 12,07; y = 262« 40'; a = 13«27'; ß = 32« 10'. 

e) a = 45; & = 32,89; y = 72«35'; a = 142«9,8'; ß = 68« 7'. 

Zeichne zuerst die Figur nach den gegebenen Maßen. 

16. Am 6. Dezember 1751 beobachtete Lalande in Berlin (geogr. 
Breite 52^31,2' nördl.) den Abstand des Mondes von der Lotrichtung 
= 41^15f' beim Durchgang durch die Mittagslinie, während gleich- 
zeitig Lacaille am Cap (geogr. Breite ZZ^bb\' südl.) diesen Abstand 
= 46^33,6' fand. Es soll berechnet werden, wieviele Erdhalbmesser 
der Mond vom Erdmittelpunkt entfernt war unter der (nur annähernd 
geltenden) Voraussetzung, daß beide Orte auf einerlei Mittagslinie liegen. 

16. Auf einer Geraden liegen aufeinander folgend die Punkte 
A, By C, Dj und es sei gemessen AB =» a = 1234, CD = 6 = 964, 
außerdem kennt man die Winkel, unter welchen die Strecken AB^ 
BC, CD von einem seitlich gelegenen Punkte S aus erscheinen; 
nämlich < a = 25H2', < /3 = 48^9'. <^y = 32^56'. Wie groß 
ist BC^x'} 



17. Ein auf einer wagrechten Ebene stehender Turm SF er- §46, B. 
scheint von einem Punkt A der Ebene aus unter einem Höhen winkel 

a = 30^, und wenn man sich ihm um 40 m nähert bis B, erscheint 
er unter dem Höhenwinkel ß = 60^. Wie hoch ist die Spitze S des 
Turmes über dem Auge des Beobachters? und wie weit ist seine 
Entfernung von JB? 

18. Neben der Bahnlinie nach Schwetzingen, die 109 m über 
dem Meeresspiegel in wagrechter Richtung gegen die Lotlinie des 
Königstuhlturmes verläuft, wurden an zwei Kilometersteinen, deren 
Abstand 1500 m, die Erhebungs winkel nach der Zinne des Turmes 
gemessen: a = 7^27^', ^ = 5^19'. Wie hoch liegt letzterer Punkt 
über dem Meeresspiegel? 

19. Zur Mittagsstunde beobachtet man nach Süden eine Wolke 
unter dem Höhen winkel a, während der der Sonne ß ist; zugleich 
ist der Schatten der Wolke vom Beobachter um a Meter entfernt 
(nord- oder südwärts?). Wie hoch schwebt die Wolke? 

Beispiele: 

a) ^ « = 25^59', < /S = 28^55; a = 89 m . 

b) < « = 30« 6', <^ ^ = 28^55', a - 58 m. 
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[§ 46, B.] 20. Vom Fuß F eines Turmes FS aus führt eine geradlinige 

Straße gleichmäßig fallend bergabwärts, und man hat auf ihr FA = a 
und AB == fe gemessen, außerdem den Winkel FAS = a und FBS=^ß. 
a) Wie hoch ist FS? b) Wie stark geneigt ist die Straße? — Beisp.: 
a==12,9; fe = 18,5; « = 68^9'; /J = 47^58'. 
a := 24; 6 = 28; a = 35^50'; |3 = 19^30'. 

21. Ein auf einer wagrechten Ebene stehender Turm (z. B. der 
zu Pisa) sei gegen Norden geneigt. Von zwei Punkten A und B 
aus, die um a und b genau nach Süden vom Fuß des Turmes ab- 
stehen, erscheint dessen Spitze unter den Höhen winkeln a und ß. 
Wie stark geneigt ist der Turm? und wie hoch ist er? 

Beispiel: a = 30 m, 6 = 58,5 m; < a = 58% |3 = 40^57'. 

22. Betrachtet man einen Turm von einem südwärts davon ge- 
legenen Punkt A, so erscheint er unter dem Höhenwinkel 30^; geht 
man von A aus westwärts nach B um die Strecke a, so erscheint 
der Turm von B aus unter dem Höhenwinkel 18^. Man soU zeigen, 

daß die Höhe des Turmes = a : VT+ 2l/5. 

23. Von A aus sieht man 2 Berggipfel B und C in gleicher 
lotrechter Ebene hinter und übereinander unter den Erhebungswinkeln 
von 15^ und 22^^, während C von B aus unter dem Winkel 30^ er- 
scheint. Wenn der wagrechte Abstand der Lotlinien von B und A 
1,5 km ist, wie hoch liegt C über A? 

24. Von einem Punkt der Talebene aus sieht man einen Berg B 
um den Winkel /3 = 2^9' über einen näher befindlichen Berg A hervor- 
ragen, welch letzterer sich um a = 8^24' über den Horizont zu er- 
heben scheint. Man bewegt sich nun wagrecht so auf die Berge zu, 
bis A den Berg B deckt und findet dies nach einem Wege c = 1725 m. 
Der Höhenwinkel ist dann y = 12^17'. Wie hoch sind beide Berge? 
Welches ist in Luftlinie die Entfernung der beiden Bergspitzen? 

26. Eine von A aus nach Südwesten hin und h Meter über A 
gelegene Bergspitze S erscheint in A unter dem Höhen winkel a. Unter 
welchem Höhenwinkel erscheint S von B aus, wenn B um b Meter 
südlich (oder nördlich) von A liegt? 

Beispiel: ä = 450 m; « = 7^7'; b = l^km. 

26. Von einem in einem Tal gelegenen Standpunkt S aus mißt 
man die Höhenwinkel a und ß zweier Bergspitzen A und B und auch 
den Grundriß y des Seh winkeis ASB auf die wagrechte Ebene. Wenn 
noch die Höhe der Berge über der Wagrechten gleich a und b be- 
kannt ist, wie groß ist die Luftlinie AB? 

Beispiel: 

« = 7058'; /S = 10^24'; y = 139H5'; a = 240; 6=1480. 

27. Man betrachtet die Entfernung AB zweier Felsenriffe so- 
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wohl vom Fuß F als von der Spitze S eines vom Meeresspiegel aus [§ 46, B.] 
sich erhebenden Leuchtturmes. Man kennt SF = h und mißt 

<A8F=^a, ^BSF^ß, <^ÄFB = y. 

Wie groß ist die Entfernung AB? 

Beispiel: h = 25,4 m; a = 60« 8'; ß = 7P56'; y = 10P30'. 

28. Um die Höhe eines Gebäudes SF zu bestimmen, mißt man 
an drei Standpunkten Ä, B, C, welche in einer Geraden, und zwar 
in der durch F gehenden wagrechten Ebene liegen, die Höhenwinkel 
a, /3, y zu der Spitze S des Gebäudes. Wenn noch AB = Uy BC =b 
gemessen wird, wie hoch ist das Gebäude? 

Beispiel: a = 56; fe = 32,8; a = 10^2'; /3 = 48^54'; 

y =- 29<>30'. 



29. Ein Stück Feld hat die Gestalt ABC (Fig. 171, S. 160) und § 46, C. 
soll durch eine Gerade X F im Verhältnis p : q geteilt werden. Ge- 
geben ist: 

a)^jB=145; 5C= 120,8; < I? = 68«; < * = 90«; ^:g=l:l; 

b) AB^ 137; < 4 =. 72«; < 5 = 59«; < # = 99«; p:q = 1:2, 

und dabei soll erstens der kleinere Abschnitt oder zweitens der 
größere Abschnitt an J. (7 zu liegen kommen. 

c) AB = 98; BC == 106; CA - 86,9; < <J = 106«50'; jp : g = 3 : 7. 

30. Im Viereck ^B CD (Fig. 172, S. 161) sei AB = 19, BC -= 23, 
CD = 15,4 und < /3 = 100«, < y = 120«30', < s = 87«, p:q = 2:3. 
Wohin fällt die teilende Gerade XY? 

31. Von einer Straße gehen in den Punkten P nnd Q zwei 
Grenzen PR und QS eines Feldes aus; es sei P^ = a, -< QPB = 7^, 
<^ 8QP ^ S gegeben. Man soll durch eine Parallele zu P^ ein 
Stück abschneiden, dessen Inhalt = J gegeben sei. 



Aufgaben zum elften Kapitel. 

XXV. Funktionen eines beliebigen Winkels. 

1. a) Bestimme Punkte, deren Koordinaten in mm gegeben sind, § 47. 
nämlich: 



Punkt 



Abszisse 
Ordinate 



1. 

+ 9 
+ 15 


2. 
9 

'+ 15 


3. 


4. 


9 
15 


+ 9 


15 



5. 



6. 



7. 



-15^1 -_ 6 
+ 6 1 + 18 



-15 
-12' 



b) Bestimme mit dem Winkelmesser die Winkel, welche die nach 
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[§ 4:7.] diesen Punkten gehenden Strahlen mit der positiven Richtung der 
Achse bilden. 

2. Zeichne von einer Achse aus Winkel von 70^, 136^ 208«, 283« 
trage auf jedem Fahrstrahl vom Nullpunkt aus 30 mm ab und be- 
stimme die Koordinaten des Endpunktes. 

3. In welchem Viertel sind die Abszissen und Ordinaten a) positiv 
und negativ? b) negativ und positiv? c) negativ und negativ? 

§ 48. 4. Welche Größe haben die einzelnen Funktionen der Winkel, 

welche die nach den Punkten in Nr. 1 gehenden Fahrstrahlen mit der 
positiven Richtung der Achse bilden? 

6. Welchem Viertel gehört ein Winkel an, dessen a) sin und 
cos negativ? b) cotg und sin negativ? c) cos und tg negativ? 

d) sin positiv und tg negativ? e) cos negativ und cotg positiv? 

6. Welches Vorzeichen hat jede der folgenden Größen und durch 
welche Funktionen spitzer Winkel lassen sie sich ausdrücken? 

a) sin 150« b) cos 105« c) sin 252« d) tg 120« 

cos 240« cos 300« cos 144« cotg 252« 

sin 198« sin 337^« cos 352« tg 330« 

e) cotg 205« f) tg 315« g) cos 199« 24 
cotg 165« cotg 157^« tg 333« 19' 

tg 234« tg 135« 8in283«50'. 

7. Es ist z. B. sin 250« = - sin 70« = - cos 20«. 

Drücke ebenso in zweifacher Weise die folgenden Funktionen 
durch solche von Winkeln des ersten Viertels aus: 

a) sin 138«; b) cos 257«; c) tg 301«; d) cotg 146«; 

e) sin 256«28'; f) cos 277«42'; g) tg 123«45'; h) cotg 341«58'. 

8. Es ist auch z. B. 

sin 250« = - sin 70« = - sin 110« = + sin 290« = 

= - cos 20« -= + cos 160« - + cos 200« = - cos 340«. 

Drücke ebenso in achtfacher Weise die in Nr. 7 angegebenen 
Funktionen aus. 

9. Für welchen Winkel eines andern Viertels hat jede der 
folgenden Funktionen denselben Wert; 

a) sin 28«; b) cos 76«; c) tg 82«; d) cotg 12«; e) sin 238«; 

f) cotg 170«; g) tg 91«; h) cos 328«; i) sin a? 

10. Wie lassen sich die Funktionen der folgenden Winkel als 
Funktionen spitzer Winkel ausdrücken? 

a) 395«; b) 449«; c) 487«; d) 567«18'; e) 700«; f; 618«24'; g) 1000«. 
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11. Bestimme mit Hilfe der in §35,8(8.128) gegebenen Werte [§48] 
die Punktionen Ton 



b) 150», 240«, 330»; c) 135», 226», 316»; 

e) 166», 255», 345»; f) 126», 216», 306»; 

h) 112^», 202^», 292^»; i) 157i^»,247^»,337^«; 
1) 165», 265«, 346». 

12. Bestimme die beiden Winkel zu den Funktionswerten in 
Aufg. XXI, 2 und in folgenden Gleichungen: 



a) 120», 210», 300» 
d) 108», 198», 288» 
g) 144», 234», 324« 
k) 105», 196«, 285« 



a) sin X — 


0,1937 


b) tg a? - 


0,7860 


c) cos X — 


0,9769 


e) sin y = 


0,7294 


g) cotgy - 


0,1733 


i) cos y — 


0,5831 



348» 50') 
32P50') 



«^==19in0' oder 
(<^ ^ = 14P50' oder 
d) cotg x = - 3,2041 
f) tg 2/ = - 15,61 
h) cotgy = - 1,402 
k) siny == 0,1507. 

13. Wie- groß ist: a) sin^r, wenn tg|--]/3-2? b) cos 105«, § 49. 
wenn sin 210® = — ^? c) sina; und cosx, wenn tg2a;= — ^^? 

14. Löse die Aufgabe 11 durch Zerlegung der Winkel (vgl. XXI, s). 



XXVI. Bestimmung von Winkeln ans Gleichungen. 



1. sina'sin72«=:|]/5. 

3. cos 54® . cos a = Jl/5. 
5. tga-tg60« = 2. 

7. sinl80 + sina = -i-]/5. 
9. iscc+ - =tg54®. 

" ' cos a ° 

11. 2 sin a = ]/6 (1 + cos a). 

13. cotga — tga=»2>/3. 

14. cotga? = 2 • cosic. 
16. sina; -f- cosic == 1. 



2. sin 54® • sin a = J. 

4. tgl8®.tga = ]/|. 
6. tga-|-tg60® = 2. 

8. tgcc -f cotga = 4. 
10. tgy = 1 — cosa. 

12. sin a -f tg a = 1 -f cos a. 

17. tga? + cotgic =» 2. 

18. 2 • sin^ic — 3 • cosrr = 0. 

19. sin a; == a • siny und tgrc = b • tgy. 



§50. 



16. sin^rr + J = 2 • cos:p. 

20. sin (x -{- y) — cos x - ainy ^ cos y. 

21. sin (x + y) + cos (x — y) -=- cos (x + y). 

22. sin ^ • sin (^ rc) = a. 23. sin {x — y) = coa(x + y) =- \, 
24. tg {x-\-y)= p, tg (x -y) = q. 26. sin 2^ = 2 sin^. 



